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Contextualizacio

® Para estruturas em solicitagcdo por for¢ca normal, vimos como relacionar a tensdo
normal o com o esfor¢o solicitante forca normal N como o = N/A, sendo A a
area da secdo transversal.

® No caso de materiais lineares-elasticos, vale:
N AL

AL
c=Ee=E— ¢ — =E— (1)
L, A Lo

sendo E o médulo de elasticidade (médulo de Young), AL a variagdo de
comprimento da barra e Ly seu comprimento indeformado.

® Nesta aula, relacionaremos a tensdo normal com o esforco solicitante momento
fletor;

® Esta aula discute a flexdo normal, embora os conceitos possam ser facilmente
traduzidos para o problema da flexdo obliqua.
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Flexdo

® Flexdo pura normal: Atua apenas o momento fletor na direcdo de um eixo
central;

® Flexdo simples normal: O momento fletor é na direcdo de um eixo central e
também atua a forca cortante;

® Flexdo composta normal: O momento fletor é na direcdo de um eixo central e
também atua a for¢a normal;

® Flexdo obliqua: O momento fletor ndo & na direcdo de um eixo central. Deve-se
decompéd-lo nas direcdes dos eixos centrais.
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Flex3o pura

® Na flexdo pura, ndo ha forca cortante, logo o momento fletor é constante ao

longo da estrutura (V = 9}

® Considere a figura abaixo, ilustrando os momentos fletores tomados no sentido
positivo (na convengdo de sinais usual) atuando em um elemento da estrutura
de comprimento infinitesimal dx;

® Como sé atua o momento fletor, & natural imaginar que as fibras longitudinais
AB, CD e EF assumir3o, na configuracdo deformada, arcos de circunferéncia.

dx

A B

Configuragdo indeformada Configuracdo deformada

® E intuitivo notar que a fibra AB tem, na configuracdo deformada, comprimento
maior do que o inicial. Logo, essa fibra esta sob tracdo. Ja a fibra CD diminuiu
seu comprimento, estando comprimida.
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Flex3o pura

® Logo, existe uma fibra, identificada por EF que ndo teve seu comprimento
alterado (ou seja, ndo se deformou) apds a aplicacdo do esforco. Essa fibra &
chamada de linha neutra. A origem do sistema esta sob o ponto F.

® p é o raio de curvatura da fibra E'F'. A sua curvatura é k = 1/p. Veja que
pdf = dx;

® O comprimento deformado de uma fibra definida pela cota z é simplesmente
L = (p+ z)d0. A deformacéo dessa fibra é
e(z) = % = (p“)d# = z% = zr Veja a consisténcia de unidades.

® Concluimos, entdo, que a deformacdo varia linearmente ao longo da altura da
secdo transversal.

® Se o material tem comportamento linear-elastico, o(z) = Ee(z) = Exz. Ou
seja, a tensdo normal também varia linearmente ao longo da altura da secdo
transversal.
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Flexdo pura PEFUSP

® A figura abaixo ilustra a distribuicdo das tensGes normais ao longo de uma se¢do
transversal. Na outra secdo transversal, a distribuicdo & analoga (fibras inferiores
em trac3o, fibras superiores comprimidas), porém nio foi representada para
melhor visualizacdo.

a(2)

® Calcularemos os esforcos solicitantes por meio de integrais das tensdes normais
ao longo da secdo transversal. Admitiremos material homogéneo, ou seja, suas
propriedades ndo variam ao longo da estrutura;

* N= [[,0(2)dA= [[, EkzdA = Ek [[, zdA = 0 (flexdo pura). Logo
ffA zdA = 0, ou seja, 0 momento estatico com relacdo ao eixo y & nulo. Assim,
afirma-se que, na flexdo pura, a linha neutra passa pelo baricentro da secdo
transversal.
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Flex3o pura

_ _ 24 _ _ M
* M= [[,z0(z)dA = [[,Erz?dA = Elyr > K = £, sendo Iy o momento de
inércia com relagdo ao eixo y que passa pelo baricentro da sec&o transversal.
® Mas o(z) = Ekz +> o(z) = % A dltima expressdo calcula a tensdo normal na

flexdo pura. Essa féormula &€ uma das mais importantes na resisténcia dos
materiais, dado que as tensdes associadas a flexdo (momento fletor) sdo
predominantes em uma vasta gama de estruturas;

® |mportante. A depender da referéncia, a expressio da tensdo normal pode vir
acompanhada de um sinal negativo. Isso decorre apenas das convengdes
adotadas pelos diversos autores. Uma forma de evitar confusdo com a
convencgdo de sinais é adotar o momento fletor M e a distancia até a cota z em
médulo (no caso |z| representa a distancia entre a fibra e a linha neutra) e vocé
colocar o sinal indicando tracdo/compressdo com base no senso fisico.
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Flexdo simples

® Na flexdo simples, existe presenca de forca cortante e, portanto, de deformacdes
associadas ao cisalhamento (distorcio);

® Em teoria de barras, mostra-se que o efeito do cisalhamento é desprezivel, de
sorte que podemos considerar como boa aproximagdo a hipdtese de que as
secdes planas e ortogonais ao eixo da viga assim permanecem apés a aplicagao
dos esforcos (Hip6tese de Navier);

® Essa foi a hipdtese cinematica adotada para o desenvolvimento da flexdo pura,
logo o(z) = % também na flexdo simples de vigas.

Y
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Flexdo composta

® Para estruturas somente solicitadas por forca normal vimos que o = %,
indicando que as tensdes normais sdo constantes ao longo da se¢do transversal;

® Para flexdo composta, tendo em vista a hipdtese de linearidade geométrica
adotada ao longo das discussdes feitas, podemos sobrepor o efeito da forca
normal corlv aq’L\l/’eIe devido a flexdo. Logo, a tensdo normal em flexdo composta
4 _ Z .
¢o(z)=7+ 0

® Notem que, na flexdo composta, a linha neutra n3o coincide com o baricentro
da secdo transversal. Ela pode ser facilmente encontrada calculando a
coordenada z ao longo da se¢do transversal que tem tensdo normal nula;
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Exemplo &) PEFUSP

A Figura abaixo mostra uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento
uniformemente distribuido. A sec3o transversal da viga, suposta prismatica, também
esta apresentada. S&o pedidos os seguintes itens. a) Determinar os diagramas de
esforcos solicitantes e 0 maximo momento fletor na estrutura. b) As maximas tensdes
normais de tragdo e de compressdo (em mddulo) obtidas para a se¢do transversal
imediatamente a direita do apoio B.

5kN/m 10cm

VLV o
X 5m "&M 10cm

7 2cm
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Reacdes de apoio (£) PEFUSP

ZszoénglokN
ZFZ:O—>VA+VB:7><5

> Ma=0-——-35x35+5Vg =0 Vg =245kN, V4 = 10,5kN
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Corte entre A e B (&) PEFUSP

S5kN/m v
A 4 N
A
A Cl
v, x; V

Expressdes validas para 0 < x3 < 5

> Fc=0— N=0kN
> F=0—-Va+5q+V=0—V=105-5x

5 5
ZMCI:Oﬁ*VAX1+§X12+M=0~>M=10,5x1—§xlz
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Corte apés o apoio em B {(€) PEFUSP

5kN/m

y !ZM ok

C2 C

- e e i
X2

Expressdes validas para 0 < xp < 2

ZFx:0—>N:—10kN

D=0 -V+5bxp=0- V=5

5 5
D Mea=0—-M=x3=0-M="x}
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) PEFUSP

Diagramas de esforcos solicitantes

10
— N[kN
A B C [feN]
10,5 1\0\\
+ T T VI[KN]
A _ |B C
14,5
“—>
X
11
M[kNm
5 . MIkNm]
M@ =11
Calculo de x. V(%) =0 — % = 122 =2,1m. Logo M(X) = 11kNm.
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Propriedades da secdo transversal @) PEFUSP

10cm
2cm
Y62
[
Ye
Zgy = 11cm
Y61
=?
Izal =5cm % =
!
Y 28
Posso dividir a secdo transversal no e no retangulo 2.
‘ 10 x 23
2Go = 1lcm, Ay = 2 x 5em?, Iy, = Tcm‘*
A1zg1 + A2z
= ————==28cm

A1 + Az
I}’G = I)/Gl + A; X (ZGI — ZG)2 + I}’Gz + Az X (ZG2 — Z(;)2 = 533,33Cm4
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(£} PEFUSP

Calculo das tensdes normais

® Na secdo transversal imediatamente a direita de B, a forca normal é 10 kN
(compressdo) e o momento fletor € 10 kNm, tracionando as fibras superiores.
Como o momento de inércia e o momento fletor estdo escritos em unidades ndo
compativeis, & necessario um acerto dimensional. Escreverei o momento fletor
como 10 x 102 = 1000 kNcm;

® Usarei a expressdo deduzida com os sinais devidos. Recomendo que vocé tente
fazer usando os valores em médulo e colocando o sinal depois. Veja com qual
das duas formas vocé se adapta melhor.

® Maxima tensdo de tracdo (fibra superior):

10 —1000)(—4
+— == + ( )(=4) _ 7,25kN /cm?
I 20 +20 533,33

max __
Ot =

=
S

® Maxima tensdo de compressdo (fibra inferior):

N M 10 —1000)(8 A
omax = = M2 + ( )(®) _ —15,25kN /cm?

At lc 20420 533,33
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Distribuicdo das tensdes normais e posicdo da linha neutra

® A posi¢cdo da linha neutra é dada pela cota z de tensdo normal nula. Logo:

N MZLN
o= — =0— ZIN = —0,133cm
A g

A distribuicdo das tensdes normais na secdo transversal em estudo é:

»7,25kN /cm?

’ 4

/'/

c/’

& |
-15,25kN /cm?
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