SISTEMAS LINEARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS EM R”

Consideremos agora o sistema linear homogeéneo de n equacoes com
coeficientees constantes

/
Ty = ap1T1 + appdy + - -+ a1y
/
Ty = A21T1 + G22T9 + -+ - + A2, Ty,
(1)

/
T, = Ap1T1 + Ap2To + -+ - + QppTy

.. ) d )
Na forma matricial, temos o sistema % = Ax, sendo A a matriz

d
sendo
X1 aip Qi -+ QAaip
) as1 Qg -+ A2
x=| " eA=|" "
xn_ _anl Apg - - ann_

Seja p(A) = N+ a1+ A" a N+ a A+ ag = det(A— )
o polinémio caracteristico de A. Entao p(\) pode ser decomposto
como produto de termos de grau 1.

PA) = A=A)A=X2)--- (A= A,), sendo Aq, Ao, - -+, A\, as raizes
de p (complexas, algumas eventualmente repetidas).

Date: June 12, 2020.
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Definicao 1. A multiplicidade algébrica de \; € o numero de
vezes que \; se repete na decomposicao acima.

A multiplicidade geométrica de A\; € a dimensao do autoespaco
associado a \;.

Vamos considerar as diferentes situagoes para a multiplicidade dos
autovalores. Podemos supor que os autovalores estao de ordenados
de forma que:

1) Os primeiros my autovalores A, Ag - - -, A, sdo reais e distintos,
e sejam vy, Ug, - - - , Uy, O autovetores correspondentes. Entao, como
vimos no caso do plano, teremos m;y solugoes linearmente indepen-
dentes z1(t) = eMlvy, -+ 2, (t) = My, .

2) Os autovalores seguintes Apy, 41, Amq+2 -+ 5 Amytmy SA0 Teais,
tem multiplicidade algébrica e geométrica iguais e maiores do que 1.
Este caso é analogo ao anterior, temos novamente ms solugoes linear-

mente independentes da forma: zy(t) = e’y (1 -, (t) =
A t
3) Os autovalores seguintes Ap,tmy+1, Amytmgt2 > Amytmygtms

sao reais, tem multiplicidade geométrica 1 e multiplicidade algébrica
maior do que 1. Vimos, no caso do plano que, se a multiplicidade
algébrica de \; ¢ 2, entao temos 2 solugoes linearmente independentes
z1(t) = My e 19(t) = tedifw;, sendo w; autovetor generalizado.

De maneira andloga, podemos mostrar que, se a multiplicidade
algébrica de \; é 3, entao temos 3 solugoes linearmente independentes
x1(t) = My, 2o(t) = tetw; e xo(t) = t2eMlz;, w;, z; autovetores
generalizados.

E assim sucessivamente, conforme a multiplicidade algébrica au-
menta.

4) Os autovalores seguintes

>\m1+m2+m3+17 )\m1+m2+m3+2 T /\m1+m2+m3~|—m4 5a0 CompleXOS e tem
multiplicidade algébrica e geométrica iguais
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Nesse caso, como vimos no caso real, teremos my solugoes com-
pleras linearmente independentes do tipo x;(t) = eMfv; |, sendo
v; autovetor complexo associado a A;, m; +mgy +m3+1 < 1 <
mi + Mo + M3 + My.

A cada par de autovalores complexos conjugados \; = v} + 10?7,
\i = v} — iv?, teremos 2 solucdes reais linearmente independentes
e (cos Btv; — sen Btv?) e e*(cos Bt} + sen Stv?)

5) Os autovalores seguintes
)\m1+m2+m3—|—m4+17 )\m1+m2+m3—|—m4+2 SR )\m1+m2+m3+m4—|—m5 sao com-
plexos e tem multiplicidade geométrica 1 e multiplicidade algébrica
maior do que 1.

Nesse caso a cada par de autovalores complexos conjugados \; =
vl +iv?, \; = v} — iv?, teremos 2k solucdes reais linearmente inde-
pendentes da forma:

e (cos Btv} — sen ftv?), e (cos Btv} + sen Btv?)

te®(cos Stv! — sen Stv?), te®(cos Btv} + sen ftv?)

t2e?(cos Btv; — sen Btv?), t2e™(cos Btv} + sen Btv?)

th=Lle (cos Btv} — sen Btv?), ti1e (cos Stv} + sen Bto?).

Assim, em qualquer caso, podemos encontrar n solucoes linear-
mente independentes e, portanto, a solucao geral do sistema.

Exemplo 2. Encontrar a solucao geral do sistema:

da 2 + 2
— = — z
di Y

dy

—~ =2 —2
74 r+y
dz

— =2r—-2y+z
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Solucdo. Na forma matricial, temos o sistema: 2% = Ax, sendo

' dt
1 -2 2
A= -2 1 =2 |.A equacao caracteristica é:
2 =2 1
1—X =2 2
det(A-XN)=0<|-2 1—-X =2|=0
2 —2 1-=A
& —(A+1)*(A=5)=0.
Para Ay = Ay = —1, o processo de eliminacao de Gauss nos da:
1 1 1|0
(A+TI|0)=| -2 2 =210
2 =2 210

—1
0
0

processo de eliminagao de Gauss
—

1
0
0

o O O

x
A primeira linha da matriz significa que v = | y | é autovetor, se
2z
r—y+2z=0. Fazendo y =1 e 2 = 0, obtemos o autovetor

1
vy = | 1] e fazendoy =0 e z =1, obtemos o autovetor
0

[ —1
Vo = 0
1
Como vy evy sao L.I., a multiplicidade algébrica e geométrica de

A = —1 sao ambas iguais a 2 e, portanto, obtemos as solucoes L.I de
dr — Ax
dt )
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1 —1
xi=e | 1l]lexy=et| 0
0 1
Para A3 = 5, o processo de eliminacao de Gauss nos da:
[ —4 -2 2|0 G
(A_ . 51 ‘ O) _ 2 _4 _2 0 processo de eliminacao de (xauss
2 =2 4|0
(10 -1]0
01 1|0
(00 010
x
A primeira linha da matriz significa que v = | y | é autovetor, se
z
xr = z ¢ a segunda que y = —z Fazendo z = 1, obtemos o autovetor
1
v3 = —11 e, portanto, a solucao L.I de ‘é—f = Ax,
1
X1 = €5t —1
1
Portanto a solugao geral ¢ dada por:
1 0 1
x=Cle | 1| +Cet|1]|+ 03€5t —1
0 1 1

Exemplo 3. Encontrar as solucao geral para o sistema de duas
massas e trés molas da figura abaixo, sendo ki, ks e ks as con-
stantes de Hooke das molas e supondo Fi(t) = Fy(t) = 0.
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FIGURE 1.

Usando a 2 lei de Newton, obtemos um sistemas de duas equacoes
de segunda ordem:
Encontrar a solucao geral do sistema:

d2 I
my dt2 = ]fg([l?z — 5131> — lﬁﬂ?l
= —<k1 + /CQ).SUl + koxo
d2 xI9
mo dt2 = —/{335172 — kQ(LEQ — LU1>
= kox1 — (kz + ]433).1’2
Definindo: y1 = x1,y9 = 9 y3 = % s Y4 = % ., obtemos o

sistema, de linear de 1% ordem:
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dy _
d1 Y3
dy _
d1 Y4
dys
— = 2y + (3/2
d1 Y1 ( / )yz
dyy
— = (4/3)y; — 3
dt ( / )yl Y2,
(0 0
ou, na forma matricial, 2¥ = Ay, sendo A = 0 U
’ Tt ’ —2 3/2
4/3 —3
A equacao caracteristica é: i
- 0 1 0
0 =X 0 1
det (A — M) =0« 2 3/2 -\ 0 =0
4/3 =3 0 =M\
S A+ =4=0
s M+ 1)\ +4)=0.
Os autovetores da matriz A sao ) _
3i/8 —3i/8 —3i/2
—i/2 i/2 —1
v = _3/4 , V2 = _3/4 , U3 = 3/2 , U4 =
1 1 1

1
3/2
1

com autovalores associados 21, —2i,7 e —12, respectivamente.

Temos, portanto, as solucoes complexas, linearmente independentes.

[ 3i/2 ]
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[ 3i/8 [ —3i/8 ] [ —3i/2 ]
26 _i/2 9 Z'/2 Y —1
yr = € —3/4 , Yo = € ~3/4 , Y3 = € 3/2 :
1 1 1
327 ] ] ] ]
Yy =e”" 3;2
1
Multiplicando e colocando na forma Re + i Im:
—3sin(2)/8 | [ 3cos(2))/8
yy = sin(2)/2 L —cos(2)/2
— — (30105(2))/4 —(356712(2))/4
[ —3sin(2)/8 [ 3c0s5(2))/8 |
o = sin(2)/2 4 +c0s(2) /2
—(30&;(2))/4 (336n1(2))/4
( Obse_rve que s = m_) - ]
[ 3sin(1)/2 | [ —3cos(1)/2 |
Uy = sin(1) w —cos(1)
(3cos(1))/2 (3sen(1))/2
i cos(1) | ] sen(1) ]
3sin(1)/2 —3cos(1)/2
Yy = sin(1) _ —cos(1)
(3cos(1))/2 (3sen(1))/2
cos(1) sen(1)

Tomando as partes real e imaginaria de y; e y», encontramos solucoes
reats linearmente independentes.
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Dai, obtemos a solucao geral

—3§ig()2/)2/8 3005(8%5 352'?1((11))/2
Y= (3eos(2))/4 | T2 | —3sen(2))/4 | T4 | (3cos(1))/2 | T
1 1 cos(1)
[ —300-3(1)/2 | ) ) ) ) )
. —cos(1)
1 (3sen(1))/2
| sen(l)

1. EXPONENCIAL DE MATRIZES

Consideremos novamente o sitema de equacgoes na forma matricial
x' = Ax. No caso de uma unica equacao, ou seja, para o problema
de valor inicial, * = az, a € R, ¢(0) = z, sabemos que a solucao ¢
dada pela exponencial z(t) = e*x. Isto pode sugerir a possibilidade
de definir a exponencial de matrizes e de tal forma que a solucio
do problema de valor inicial X’ = Ax, x(0) = x( seja, analogamente,
X(t) = etAXO.

1.1. Definigao por série de poténcias. Lembrando que f(x) =
e’ ¢ igual a sua série de Taylor em torno da origem, isto é:

x2 23 > "
L —_— _— 00 — _
e =1+o+ ot Zn!,
definimos

Definicao 4. A exponencial de uma matriz A n X n:

A? A3 A"
A_ — — o o o
e _1+A+2!+3!+ —Z

nl’
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E possivel mostrar que a série acima de fato converge para qualquer
matriz A de coeficientes reais (e mesmo complexos) e que satisfaz
propriedades analogas a da exponencial de nimeros. Em particular,
vale que

(1) Se A é matriz diagonal entdo a exponencial e também ¢é ma-
triz diagonal e os elementos da diagonal principal de e® sdo as
exponenciais dos elementos correspondes da diagonal de A.

(2) Se A ¢é matriz nilpotente, isto ¢ A" = ( para n suficientemente
grande entao a série da exponencial se torna uma soma finita.

(3) Se B=MAM ' entdo eB = MeAM ™.

Exemplo 5. Calcular e nos casos:
(300 |
a)A=1030
00 3
(01 0]
byA= 001
000
04 0 1007 'fo207[100
JA=]01 1 |=]020 002020
0 —1 —1 011 000|011

Supondo que podemos derivar a somatoria termo a termo, podemos
provar o seguinte resultado importante

Proposicao 6. Se A € matrizn xn entao %em = A4 =4 A.
Portanto, a (unica) solucao do problema de valor inicial:

d
S x=4x
dt

X(0) = X,

é X(t) = GtAX().
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Uma aplicacao deste resultado ao calculo de exponencias de ma-
trizes € o seguinte

Corolario 7. Se A e B sdo matrizes n X n que comutam entao

oA+B _ ,AB

Exemplo 8. Calcular e'? sendo

sen
34 0 300 04 0
A=(04 1|=1030]+(01 1
0 —1 2 003 0 —1 —1

Agora consideremos novamente o problema de valor inicial:

d
—X =AX
dt

X(0) = X,

Sabemos da proposicao @ que eAX, = X(t). Se pudermos encon-
trar uma matriz U(t) tal que U(t) Xy é a solugao do P.V.1.} isto é
L U)Xy = AUH)X e U(0)Xy = Xy (ou seja U(0) = I por
qualquer método teremos, necessariamente e’ = U(t). Vejamos
como encontrar U(t), usando o método estudado na se¢ao anterior.

Exemplo 9. No exemplo |9 acima, vimos que a solucao geral do

sistema ‘fl—f = Az, sendo
1 =2 2
A= -2 1 =2 |. ¢ dada por:

2 =2 1
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1 0 1
ct)=Cle ' | 1| +Coe | 1| +C3 | —1
0 1 1
et 0 et C
= | et et —¢t Cy
0 et et Cs
et 0 e
Assim, a matriz M(t) = | et et —e™ | satisfaz

0 et e

% Mt X, = AM(t)X, Tomando U(t) = M(t) M(O)_l

teremos entdo U(t) = e'4. Portanto
et 0 et 1017
675A: et et it 111
0 et 011
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