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DAS FRACOES AOS NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS

Fracbes, como resultado de uma divisdo entre numeros naturais, sdo também
numeros, capazes de expressar medida de comprimento, area, capacidade ou de outras
grandezas, em situagdes em que a grandeza a ser medida ndo pode ser expressa por um
multiplo inteiro da unidade de medida considerada. Assim, o estudo de fra¢des, desde o
Fundamental I, é um passo importante para a ampliagdao do conceito de nimero, inicialmente
como um objeto matemadtico util para medir grandezas positivas. A introdu¢dao dos niumeros
racionais estende tal universo numérico pelo acréscimo dos nimeros fracionarios negativos.

Mas, desde a Antiguidade, ficou claro para os matematicos que as fragbes ndo sao
suficientes para medir todas as grandezas, mesmo que positivas. Assim, ja na Antiguidade
grega ficou comprovado que, por exemplo, o lado de um quadrado é incomensuravel com sua
diagonal, ou seja, que ndo existe um segmento, por menor que seja, que possa servir de
unidade de medida comum ao lado e a diagonal de um mesmo quadrado de maneira a que
ambos sejam multiplos inteiros dessa unidade. Tal constatacdo, ao longo da Histdria, acabou
por provocar a introdu¢do dos numeros irracionais e a ampliagdo do conjunto dos nimeros
racionais para o conjunto dos nimeros reais.

Voltando entdo a ideia inicial de querer, por exemplo, ter nimeros para expressar a
medida de qualquer segmento, foi estabelecida a possibilidade de associar, a cada ponto de
uma reta, um numero real — criando-se a nogao de coordenadas de pontos em uma reta
orientada com um ponto definido como origem (eixo), utilizado amplamente no estudo dos
graficos de fungdes e nas curvas da Geometria Analitica. Assim, sendo x; e x, as coordenadas
respectivas das extremidades A e B do segmento AB sobre um eixo, dizemos que a medida do
segmento sempre existe e é expressa pelo nimero real positivo |x; — X, ]| .

Passaremos a discutir em detalhes as nog¢Ges de numeros racionais e de ndmeros
irracionais, a partir dos conhecimentos sobre fracdes e sobre o sistema decimal de numeracao,
supostos trabalhados anteriormente.

Problematizacdo

1) Usando o algoritmo da divisdo, pode-se determinar a representacao decimal de qualquer
~ 3 1 .
fracdo. Como exemplo, sabemos que riai 0,75 e que 3 0,333..., que se convenciona escrever

0,3, colocando-se uma barra sobre o periodo da dizima, para eliminar possiveis ambiguidades.

Pergunta-se:

a) Em que casos essa representacdo pode ser finita e em que casos ela serd infinita? Sendo
infinita, sera sempre periddica, ou ndo? Por qué?

b) E Unica a representacdo decimal de todas as fragdes?



2) Entre 0,3 e 0,334 quantas fracdes podemos interpolar (ou seja, maiores do que 0,3 e
menores do que 0, 334)? Dé exemplo de pelo menos dois nimeros escritos em representacdo
decimal n3o periddica, mas com infinitas casas decimais depois da virgula, também entre 0,3
e 0,334. Quantos numeros decimais existem nessa ultima condi¢ao?

3) Onde estd o erro?
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4) Estd certo ou ndo o que usualmente fazem os livros didaticos para determinar a fragdo
geratriz de uma dizima periddica?

5) Os alunos costumam achar que 0,9 < 1. Como vocé faria para que eles de fato
compreendam que 0,9 =1?

Definicoes e propriedades:

Def.1: Um numero a é chamado de racional se (e sé se) existem p e q inteiros, com q # 0, tais

que a =§ . Em simbolos escreve-se: Q = {% |p, q€E€Zq=#0 }

6) E possivel generalizar a questdo discutida no item 2) pela formulagdo de uma propriedade
geral que fale sobre a quantidade de numeros racionais ou de numeros escritos em
representacdo decimal ndo periddica, mas com infinitas casas decimais depois da virgula entre
dois numeros racionais quaisquer? Se ndo, justifique. Se sim, escreva o enunciado de tal
propriedade e demonstre-a.

Proposi¢cdo A: Um numero a é racional se e sé se sua representagdo decimal for finita ou
infinita periddica.

Demonstracdo: faca!

Como discutido anteriormente, em um eixo, entre os pontos de coordenadas 0,3 e
0,334 existem numeros cuja representacdo decimal é infinita e ndo periddica. Portanto tais
ndmeros sdo ndo racionais, pela proposicao 1.

Def.2: Vamos chamar as coordenadas dos pontos de um eixo ordenado de numeros reais. O
conjunto de todos os nimeros reais é denotado por IR.

Def.3: Chamamos de nimeros irracionais a todo nimero real que nao for racional.



