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Amostragem por Importancia

@ Muitas vezes é usando o termo em inglés Importance Sampling
e a sigla /S.

@ Pode ser considerada como uma técnica de reducio de
variancia, mas também pode ser usada simplesmente por
facilidade de simulacio.

o Considera uma densidade proposta da qual se saiba simular,
obtem-se as amostras de MC a partir desta proposta. O
estimador de MC-IS é obtido fazendo uma média ponderada
dos valores simulados, em que os pesos dependem da razdo

entre as densidades de interesse e proposta %.
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Interesse:

E[h(X)] = / h(x)f (x)dx.

Em que X é uma v.a. com f.d.p. f(x).
Seja g(x) uma f.d.p. com mesmo suporte de X, entdo

f(x)
E[h(X :/hx x)dx.
[h(X)] ( )g(x)g( )
O estimador de Monte Carlo por importancia (MC-IS) é dado por:
R
1 f(X,')
Tis(X)=—= h(x;).
is(X) =& ,z_;g(x,-) (xi)
Em que x1,x, ..., xg sdo simulados de densidade proposta g.
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Amostragem por Importancia

Teorema: A varidncia do estimador T;s(X) é minima quando a
densidade proposta é dada por

oy R0
g"(x) = [ 1h(z)|f(z)dz

Consequéncias:

@ O uso da simulacio direta de f s6 é a solucdo 6tima no caso
de h constante. Nos demais casos, sempre é preferivel o uso de
amostras simuladas da proposta g*.

@ Na pratica é quase impossivel obter g*. Note que, se h > 0
entdo g* depende da integral de interesse (desconhecida).

@ Na busca de uma proposta préxima da étima podemos
: hlf
considerar g tal que % é quase constante.
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@ O estimador MC-IS n3o se comporta bem quando

Var[w(X)] = oo, em que w(X) = % é 0 peso.

@ N3o é necessario conhecer completamente as f.d.p, basta saber
seu nucleo:

em que 0s pesos sdo w(x;) = f* e g* sdo os nucleos

g*(xi)’
das densidades f e g, respectivamente.
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Observacdes sobre o comportamento dos pesos w(x) = %
Como x; sdo simulados da proposta g para a maioria dos valores
simulados f(x;) < g(x;) e portanto w(x;) < 1. No entanto,

E,[W(X)] = / ;g;g(x)dx: / F(x)dx = 1.

Logo, alguns valores de x; devem produzir pesos muito altos

(maiores que 1). Para manter a estabilidade do produto h(x)w(x)
devemos ter valores pequenos de h(x) nesses pontos.

O método de amostragem por importancia tem um bom
comportamento quando deseja-se estimar pequenos valores de
probabilidades.
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Exemplo 1: Estimando a area da cauda da distribuicdo N(0,1).

6—P(Z>a)= /¢(x)dx

em que ¢(x) é a f.d.p. da N(0,1).

Estimador ingénuo: /| =1se Z > ae | =0 caso contrario.
Simular zi,...,zg da N(0,1) e obter a propor¢cdo de [ = 1.

Se a for um valor alto isso pode ser pouco eficiente pois a
probabilidade de se observar Z > a serd muito baixa.

Marcia Branco Analise de Dados e Simulacido



Amostragem por Importancia

Estimador /S : Considera como proposta g(x) = e (-3 x> a
Neste caso os pesos s3o w(x) = ¢(x)elx—2)

Simular y1,...,yr da Exp(1) e fazer x; = y; + a .
O estimativa é obtida por:

L
RJZ:;W(XJ)
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Amostragem por Importancia

Exemplo 2: X tem distribuicdo t-Student com v graus de
liberdades. A integral de interesse é

e[{12=] - s

Vamos considerar aqui o uso do IS, com duas alternativas de
propostas:

—(v+1)/2
dx.

(a) Cauchy. Neste caso os pesos, sem considerar as constantes de
padronizacio, sdo dados por:

(L+x%)
(1 ., Lj)(u+1)/2

w(x) =
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(b) N(0,v/(v —2)) . Neste caso os pesos, sem considerar as
constantes de padronizacdo, sio dados por:

o\ —(v+1)/2 o
w(x) = <1+X) St

o A distribuicdo de Cauchy tem caudas mais pesadas que a
t-Student e a Normal tem caudas mais leve.

e Podemos mostrar que Var[W(X)] é infinita no caso da
proposta normal e finita no caso da proposta Cauchy.

@ Espera-se um comportamento melhor do uso do MC-IS no
caso (a).
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Tarefa: Pesquisar sobre densidade tilted e com isso pode ser usada
com MC-IS para estimar

0=P(S>a)

n
em que S = > X; com X; v.a. independentes com f.d.p. f; .
i=1

Marcia Branco Analise de Dados e Simulacido



