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Estatisticas

Estatisticas

@ Ao avaliar estatisticamente um fendmeno, consideramos que ele se
constitui em uma varidvel aleatéria. Dessa varidvel devemos extrair
algumas amostras, xi,xa, . . . , X,.

@ n é o tamanho da amostragem.

@ A amostragem deve ser representativa (isto é, cada elemento da
populagdo de eventos amostrada tem que ter a mesma probabilidade de
ser incluido na amostra).

@ Em geral, ndo conhecemos as caracteristicas da distribuicao da varidvel
aleatéria, entdo precisamos avalid-las através dos dados amostrados.
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Estatisticas

Média e desvio padrao

@ A média m; pode ser estimada através da média amostral:

Zjnil Aj

n

X =

@ O desvio padrdao amostral pode ser estimado como:

@ Note que o denominador é n — 1, e ndo n. A explicagdo é que a média x
foi calculada usando os n valores de x;, e portanto entre os n valores
(x; — X) apenas n — 1 sdo independentes.

@ No NumPy, para a fun¢do numpy . std calcular o desvio padrio
amostral corretamente, devemos incluir o pardmetro opcional adicional
ddof=1,comoemnp.std(x, ddof=1l).
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Estatisticas

Assimetria, curtose

@ A assimetria é estimada por:
n -\3
Zj:l (xj — X)
ns3
@ A curtose em excesso é estimada por:

Z;lzl (% — X)4

— 3.
nst

@ Note que nesses casos nao precisamos usar n — 1, pois isso jé foi

considerado no célculo de s, que aparece no denominador na poténcia
apropriada.
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Estatisticas

Mediana

@ A mediana x pode ser estimada ordenando os valores e se n € impar,
escolhendo o elemento central; se n € par, escolhe-se o valor médio entre
os dois elementos centrais (n — 1)/2e (n+ 1) /2.

@ Outra medida interessante €:
3(x — %)
7’

N

que também serve para avaliar a assimetria da distribui¢ao.
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Algumas distribuigoes

Variavel binomial

@ Seja uma sequéncia de varidveis aleatdrias (X;) com valores Oou 1 e
PX;=1)=p, PX;=0)=1-p.

@ Esse tipo de varidvel é denominada varidvel aleatéria de Bernoulli.

@ Agora considere a soma de n valores dessas varidveis. Essa soma terd
uma distribuicdo dada por:

By (k) = (Z)p" (1—=p)y ™,

onde k € o nimero de variaveis com valor 1.

@ Uma varidvel aleatéria com essa probabilidade ¢ denominada uma
varidvel aleatdria binomial.
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Algumas distribuigoes

Caracteristicas

@ A média de uma varidvel de Bernoulli é
X)=p-1+(1=p)-0=p.
@ A variancia é
(X*) = (X)?=p- 12+ (1 =p)-0°=p* = p(1 - p).

@ Como uma variavel binomial € a soma de »n varidveis de Bernoulli, a
média da binomial é

(Bnp) = np.

@ Da mesma forma, a variincia é
np(1 —p).
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Algumas distribuigoes

Limite

@ A assimetria vale
1-2p

Vnp(1=p)

1—6p(1—p)
np(1 —p)
@ Note que tanto a assimetria quanto a curtose tendem a 0 para n grande, o
que indica que a binomial pode tender a uma gaussiana.

@ A curtose em excesso vale

@ Como uma variavel binomial é a soma de diversas varidveis de Bernoulli,
se o nimero de varidveis somadas for alto, podemos fazer uso da
teorema central do limite e deduzir que, para n grande, a distribuicao
binomial tende para uma gaussiana com média np e variancia np(1 — p):

d
By, — G(pn,np(1 —p)).
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Algumas distribuigoes

Distribuicao de Poisson

@ Suponha que num sistema de tempo discreto temos um evento que pode
ou ndo ocorrer em cada instante de tempo. A probabilidade do evento
ocorrer em cada instante € p, e a ocorréncia em instantes distintos é
independente.

@ Este ¢ um denominado processo de Poisson.
@ A distribuicdo de intervalos entre ocorréncia dos eventos ¢ dada por

Xy

H)\(k) = Fe y

onde aqui k € o intervalo entre duas ocorréncias do evento.

@ Esta é denominada a distribui¢io de Poisson.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-03 10/21



Algumas distribuigoes

Caracteristicas

@ Tanto a média quando a variancia da distribui¢ao de Poisson II valem A.

@ A assimetria vale

@ A curtose em excesso vale

-y
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Algumas distribuigoes

Binomial e Poisson

@ Considere na distribui¢do binomial

By p(k) = <:>pk(1 —p)k

que fazemos n tender para infinito, mas de tal forma que np, que € a
média, fique fixa np = a, onde a é alguma constante.
@ Primeiro notamos que, para n grande

n\ n! Nnk
k) (n—k)W% k!

(1—p)" =~ (1-p).
@ Substituindo essas aproximagdes e p = < temos
k

B Nnkak 1 Oén_O[ 1 a\”"
R0 -5 03
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Algumas distribuigoes

Binomial e Poisson

@ Sabemos que, para x pequeno,
e ~1+x.

. . o .
Portanto substituimos 1 — - por e™ » e conseguimos

”,PNE ’

isto é, no limite de n grande mantendo a média np, a distribuicao
binomial tende a uma distribui¢ao de Poisson:

B, — I1,p.
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Algumas distribuigoes

Distribuicao uniforme

A distribui¢do uniforme no intervalo [a, b] corresponde a uma
distribuicdo com densidade de probabilidade dada por

1
Ma,b(x)_{ — a.<‘x<b 0

A média vale “+b

(b—a)’
(PR

A assimetria vale 0.

A variancia vale

@ A curtose em excesso vale —g.
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Algumas distribuigoes

Distribuicao lognormal

e Uma funcdo tem distribuicio lognormal se o seu logaritmo tem
distribuicdo normal (gaussiana). Isto é, se x € tem distribui¢do lognormal
entdo y = Inx tem distribuicdo normal, ou se y tem distribui¢do normal,
entdo x = ¢ tem distribuicdo lognormal.

@ Designamos por L, ,» a distribui¢do lognormal que corresponde a uma
distribuicio gaussiana G(u, o?).

@ A distribui¢do lognormal surge quando uma varidvel aleatdria € uma
composicdo multiplicativa de diversas varidveis aleatérias

independentes, pois
n n
In HX,‘ = Z 111X[.

i=1 i=1
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Algumas distribuigoes

Caracteristicas

@ A média vale R
et T,

)
+2) Ve 1.

@ A variancia vale
@ A assimetria vale

@ A curtose em excesso vale:

¢4’ + 263 + 36297 _ 6.
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Algumas distribuigoes

Lei de poténcia

e Uma varidvel aleatdria (positiva) € distribuida por uma lei de poténcia se
sua densidade de probabilidade para x > xo > 0 é da forma:

Ay(x) ocx™7,

onde v > 1 é uma constante. Para x < xo devemos ter P(x) = 0.

@ A constante de proporcionalidade é encontrada pela relacio

/ Ay (x)dx =1,
X0

0

e resulta em
Ay(@) = (v = g~

As condi¢do v > 1 e P(x) = 0,x < xo garantem que a integral converge.
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o A média vale

v—1
N - 2x07
apenas para y > 2!
@ A variincia vale
y—1 2

para y > 3!



@ A assimetria vale

paray > 4.
@ A curtose em excesso €:
V=29 —5y+4
(v=1D(y=4(y-5)

para~y > 5.




Algumas distribuigoes

Invariancia a escala

@ Uma caracteristica das distribui¢des em lei de poténcia € que elas sdo
invariantes a escala.

@ Isso significa que uma mudanga na escala da varidvel apenas ocasiona
uma mudanca na escala das probabilidades, sem mudanca na estrutura
funcional.

@ Sejaf(x) = ax™” uma distribui¢do. Se mudamos a escala de x para
y = Bx temos:

F(3) = al3)™ = Flay™ = BUF().

@ Por essa razdo, essas distribuicdes sao chamadas livres de escala.
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Aplicacoes

@ Diversos sistemas apresentam distribuicdes livre de escala no ponto
critico de transicao de fase, como vimos em exemplos das aulas
anteriores.

o Entretanto, nos sistemas reais, a distribuicao raramente é puramente livre
de escala, mas apresenta uma regiao mais ou menos extensa de
comportamento livre de escala, com um corte inferior determinado por
caracteristicas do sistema e um corte superior muitas vezes dominado por
efeitos de tamanho finito (isto €, como o sistema ndo € infinito, o
comportamento livre de escala tem que ser limitado a partir de algum
ponto).

@ Esses fatores precisam ser levados em consideragao quando lidamos com
possiveis fendmenos com distribui¢do livre de escala em sistemas reais
ou simulagdes.
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