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Eventos e probabilidade

Eventos

@ Na teoria da probabilidade, queremos associar uma probabilidade a cada
uma das possibilidades de um feno6meno. As diversas possibilidades sdo
denominadas eventos.

@ Por exemplo, se estamos avaliando o langamento de um dado, os eventos
possiveis estdo relacionados com os valores da face voltada para cima
apos o lancamento.

@ Distinguimos os eventos em elementares € compostos.

@ Os eventos elementares sao os que ndo podem ser decompostos. Por
exemplo, no langamento do dado, os seis valores distintos das faces.

@ Os eventos compostos se constituem em conjuntos de eventos
elementares. No lancamento do dado, podemos por exemplo querer
saber a probabilidade da face superior ser par.
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Eventos e probabilidade

Formalizacao

@ Temos entdo um conjunto €2 de todos os eventos elementares.

e Temos também um conjunto A com todos os eventos possiveis
(elementares ou compostos).
e O conjunto A satisfaz:
Q ocA
© Para um conjunto contdvel de eventos A; € A, entdo | J; A; e (), A; sdo

também eventos;
© Para qualquer evento A o seu complemento A, é também um evento.
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Eventos e probabilidade

Exemplo

@ No caso do langamento do dado, temos:
o 0 ={1,2,3,4,56};
e A é o conjunto de todas as combinagdes possiveis de 0,1,2,...,6
elementos de €2 distintos.

e E facil de ver que este conjunto A satisfaz as condi¢des necessarias.
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Eventos e probabilidade

Probabilidade

@ Queremos agora definir uma probabilidade para qualquer evento em .A.

@ Isto corresponde a uma fungdo P(e), e € A.
e Esta funcdo deve satisfazer:

Q P(w)=0;

Q PO =1,

© Dada uma sequéncia de eventos disjuntos (A4, ) entdo
P(UsAy) = > P(A).
n

@ Estas regras implicam que 0 < P(e) < 1 para qualquer evento.
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Eventos e probabilidade

Exemplo

@ No caso do langamento de dados, podemos considerar um dado justo
associando

1
P({l})zgv i€{15253747576}7

e associando valores de probabilidade para os outros eventos possiveis de
acordo com a regra 4 anterior, isto é

_ul

onde |A| € a cardinalidade do conjunto A.
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Varidveis aleatdrias

Variaveis aleatorias

@ Considere uma funcio X de um evento elementar nos reais,
X:Q—R.

@ Seja o conjunto
{we Q| X(w) <x}

para um dado x € R.

@ Este conjunto é um evento e entdo X ¢ denominada uma varidvel
aleatdria.
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Varidveis aleatdrias

Funcao de distribuicao cumulativa

@ Dada uma varidvel aleatéria X, podemos associar uma funcao
Fx:R— [O, 1]

tal que

onde usamos a notagéo
PX<x)=P{{weQ|X(w)<x}).

e A fun¢do Fx(x) é denominada funcéo de distribui¢do cumulativa

o Ela indica a probabilidade do evento ser associado com um valor menor
ou igual a x na varidvel aleatéria X.
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Varidveis aleatdrias

Variaveis continuas e discretas

@ Se Fx(x) é absolutamente continua, entdo dizemos que X é uma varidvel
aleatdria continua.

@ Se Fx(x) é continua em pedagos, com discontinuidades nos pontos xy, X
¢ chamada uma varidvel aleatéria discreta.

@ A uma varidvel aleatdria discreta, podemos associar uma distribuicao de
probabilidades discreta que é uma sequéncia (py) nos pontos x; dados
pelo salto de Fy(x) nesses pontos.

@ A uma varidvel aleatéria continua, podemos associar uma densidade de
probabilidades que é uma fungéo px(x) tal que

&mz/xmw@

—00
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Varidveis aleatdrias

Algumas propriedades

@ Pela defini¢do anterior, temos também:

e Como P(2) = 1 concluimos que
o0
/ px(x)dx = 1.
—o0

@ Em geral, nos referimos diretamente as varidveis aleatérias, sem fazer
referéncia aos eventos associados com elas.
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Varidveis aleatdrias

Momentos

@ O momento de ordem n de uma variavel aleatéria X é definido como

my(X) = /OO x"dFx(x).

— 00

@ Para varidveis continuas temos:

m0 = [ o a

—0o0

@ Para variaveis discretas:

0
k=1
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Varidveis aleatdrias

Propriedades importantes

Média Indica o valor médio esperado da varidvel:
(X) = mi(X).
Varidncia Quantifica o quanto os valores de X variam:
o*(X) = my(X) — my(X)* = (X*) — (X)?,

onde usamos X para a varidvel aleatéria que produz x> sempre
que X produz x.

Desvio padrio Também quantifica a variabilidade de X. E a raiz quadrada da
variancia:

o(X) = /o2 (%) = \/(x2) — (x)2.
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Varidveis aleatdrias

Propriedades importantes (cont)

Assimetria (skewness) Indica o quanto a distribuicdo é assimétrica em relacio

a média:
<<x— <x>>3> _(X) = 3(X)0? = (X)
o o3 )

Curtose (kurtosis) Indica o quanto a distribui¢@o se afasta da média, isto é, a
curtose serd maior se valores mais distantes da média forem
mais provaveis:
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Teorema central do limite

Distribuicao gaussiana ou normal

@ Uma distribui¢do muito importante € a denominada gaussiana ou normal,

definida por:
_ 1 (x = p)?
o) = e (-0

onde os pardmetros p, 0 € Re o > 0.

e Uma varidvel distribuida gaussianamente com média p e varidncia o2 é

geralmente representada por G (1, o%) ou N(u, 2).
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Teorema central do limite

Caracteristicas

@ A média dessa distribuicao é:

> L[ (P
dx = ST =g
/_Ooxp(x) X oy /_Ooxexp< 572 X =1

@ A variancia vale

o 1 oo (x — p)?
2 2 2 2 2
dx — p° = ———— | dx—pu~ =o0".
/ x“p(x)dx — ﬁ/ xexp( 752 X —p =0

@ A guassiana é simétrica em relagdo é média, e portanto sua assimetria é

ZEero.

@ A curtose da gaussiana vale 3, independente de . ou o.
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Teorema central do limite

z-Score

@ O valor de x aparece na distribuicio gaussiana apenas na expressao
X— [
pat

=

@ Esse valor é o denominado z-score do valor da varidvel na distribuigao.
Note que o z-score tem média 0, varidncia 1 e distribuicdo dada por

p(z) = \/12? exp <—Z22> ,

isto €, uma distribui¢do gaussiana com média O e desvio padrao 1.

@ Esta ¢ uma forma comum de normalizar distribui¢des gaussianas para
realizar comparagdes entre elas.

@ Por exemplo, ao comparar resultados de alunos que fizeram provas
distintas sobre o mesmo assunto, podemos usar 0 z-score na comparacao.
O uso da nota diretamente estaria sujeito a problemas com variacdes nas
questodes.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-01 17/19




Teorema central do limite

Teorema central do limite

e Considere (X;) uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes com

médias m; e variancias sz, respectivamente.
@ O teorema central do limite estabelece que

lim Z?:l (Xj —m))

n—oo n 2
Zj:l gj

converge para uma gaussiana com média O e variancia 1, G(0, 1).
@ O teorema exige também que:

(1% — mi|?) < o0

"X — m)?
XL

3
n—oo j{:’z CTZ 3
j=1"j
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Teorema central do limite

Importancia

@ Varidveis aleatorias reais podem frequentemente ser entendidas como
uma soma de diversas outras varidveis aleatdrias, e portanto devem ter
distribuicdo gaussiana.

@ Para verificar se dados seguem uma distribui¢do gaussiana podemos:

o Calcular a assimetria. Ela deve ser zero (no caso de dados reais, muito
proxima de zero).

e Calcular o excesso de curtose, isto €, o valor de curtose subtraido de 3.
Este também deve ser zero (ou muito préximo) se os dados forem
gaussianos.

e Avaliar a mediana. A mediana € o valor de x para o qual Fx(x) = % Numa
distribuicdo gaussiana ele deve ser igual a média.
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