
Campos de Radiação II

[W. Panofsky & M. Phillips; Classical Electricity and Magnetism, Cap. 14]

→[Bo Thidé; Electromagnetic Field Theory; Cap. 6]

Transformada de Fourier dos Campos de Radiação

𝐵𝑟𝑎𝑑 Ԧ𝑟, 𝜔 = −
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𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × ෠𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′

𝐸𝑟𝑎𝑑 Ԧ𝑟, 𝜔 = 𝑐𝐵𝑟𝑎𝑑 Ԧ𝑟, 𝜔 × ෠𝑘; ෠𝑘 =
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0

Potência radiada em sinais monocromáticos
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32𝜋2
𝑅0 න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′
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𝑅0 = Τ𝜇0 𝜖0



Observação

𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 = න
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∞

𝐸 Ԧ𝑟,𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 𝑟𝑒𝑎𝑙 ⟹ 𝐸 Ԧ𝑟,−𝜔 = 𝐸∗ Ԧ𝑟, 𝜔

Potência radiada para sinais com largura de banda finita

Energia transmitida por unidade de área, perpendicular à direção de propagação, dada por
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No cálculo do campo radiado por fontes monocromáticas, vimos que

𝐸𝜔 × 𝐵𝜔
∗ + 𝐸𝜔

∗ × 𝐵𝜔 = 4𝜇0 Ԧ𝑆 𝑡 = 𝜇0
𝑅0
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න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′
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Portanto

න
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A energia que atravessa um elemento de área 𝑑 Ԧ𝐴 será então
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Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
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Como vimos na aula Campos de Radiação I, o termo entre colchetes é aproximadamente o
elemento de ângulo sólido 𝑑Ω. Então podemos escrever
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න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′
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A grandeza 𝑈𝜔 é denominada Densidade Espectral de Energia.

Exemplo: Antena Dipolo Linear com frequência fixa

(Panofsky & Phillips, p.251; Thidé, Sec. 6.4.1)

OBS: Em geral, cálculo do campo de radiação de uma

antena só pode ser feito numericamente, porque a

distribuição de corrente na antena depende do campo,

enquanto o campo depende da distribuição de corrente.

Solução exata é obtida resolvendo um problema de contorno.



Densidade de corrente

Tem que se cancelar nas extremidades da antena → onda estacionária

Ԧ𝑗 Ԧ𝑟, 𝜔 = 𝐼0𝛿 𝑦′ 𝛿 𝑧′
sin 𝑘

𝐿
2
− 𝑥′

sin 𝑘
𝐿
2

Ƹ𝑒𝑥

Campo de radiação tem simetria com relação ao eixo da antena: podemos escolher

Ԧ𝑟 no plano 𝑥′, 𝑦′ . Por outro lado, como Ԧ𝑟0 = 0, temos

𝑘 ∙ Ԧ𝑟′ − Ԧ𝑟0 = 𝑘𝑥′ cos 𝛼 ;

e

Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 = 𝐼0𝛿 𝑦′ 𝛿 𝑧′
sin 𝑘

𝐿
2
− 𝑥′

sin 𝑘
𝐿
2

𝑘 sin 𝛼 Ƹ𝑒𝑧



Portanto

න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′ =
𝐼0𝑘 sin 𝛼
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×

× න
− ൗ𝐿 2

ൗ𝐿 2
sin 𝑘
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2
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− ൗ𝐿 2

ൗ𝐿 2
𝑘

𝐿

2
− 𝑥′ sin 𝑘𝑥′ cos 𝛼 𝑑𝑥′

∴ න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′ = 2
𝐼0𝑘 sin 𝛼

sin 𝑘
𝐿
2

න
0

ൗ𝐿 2
sin 𝑘
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2
− 𝑥′ cos 𝑘𝑥′ cos 𝛼 𝑑𝑥′

Para fazer a integral, utilizamos a relação trigonométrica

sin 𝑎 cos 𝑏 =
1

2
sin 𝑎 + 𝑏 +

1

2
sin 𝑎 − 𝑏



Portanto
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2
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2
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𝐿

2
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1

𝑘 1 − cos 𝛼 2

Substituindo este resultado na expressão para 

න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜔 × 𝑘 𝑒−𝑖𝑘∙ Ԧ𝑟′− Ԧ𝑟0 𝑑𝑉′
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=
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2

32𝜋2
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𝐿
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𝐿
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sin 𝑘
𝐿
2

sin 𝛼

2



Esta expressão fornece a distribuição angular da potência radiada pela antena

por unidade de ângulo sólido → Diagrama de Radiação.

• Diagrama de Radiação depende da relação Τ𝐿 𝜆 (ver www.antena-theory.com)

• Na direção do eixo da antena não há radiação

lim
𝛼→0

cos 𝑘
𝐿
2 cos 𝛼 − cos 𝑘

𝐿
2

sin 𝑘
𝐿
2

sin 𝛼
~
𝑘𝐿

4
𝛼 → 0

Boa referência sobre teoria de antena

C.A. Balanis, Antenna Theory: Analysis and Design

http://www.antena-theory.com/

