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Sistemas Auténomos no Plang

Este capitulo pertence a teoria qualitativa das. equacoes diferenciaisg,
Aqui, nao se insiste na obtencao de expressoes exatas para as so-
lucoes dos problemas. A énfase é, antes em §e. obter Propngdades
das solugoes, retirando-as através de uma analise .das equacoes. A
parte técnica esta dividida em duas secgoes. A secg¢ao 6.1 desenvolve
a matematica essencial para o estudo de problemas no plano de fase,
com resultados de carater local. A secg¢ao 6.2, esttida o.teoremahde
Poincaré-Bendixon, e entrana dificil linha de pbtengao c{e u}formacoes
globais sobre o espago de configuracgoes de sistemas nao 1"“}ea.res' 0
texto expoe os conceitos, as idéias envolvidas, e as consequéncias dos

resultados, sem incluir uma demonstracao do teorema de Poincaré-
Bendixon.

Propomo-nos estudar neste capitulo sistemas na forma

{ = Hoy) (6.1)

y =g(x,y)

que sdo denominados sistemas auténomos, pois f e g nao dependem
explicitamente da variavel (tempo) t. As solugdes (x(t),y (t)) sao cur-
vas parametrizadas no plano de fases (x,y) denominadas orbitas. 0
sentido geométrico do sistema (6.1) é o seguinte: (f(x,y), g(x,y)) €
um campo vetorial no plano [suporemos que f, g: R? — R sdo fuI{Gf)es
de classe C' definidas em todo o plano) e as 6rbitas sao as curvas inte-

grais desse campo, isto €, as curvas que em cada ponto sao tangentes
a0 campo.

Conse
quéncias do Ieorema de Exlsténcla € Unicid
| ade

Conseqaé"das do Teorema de Existéncia e Unicidade

mo Vimos na sec]I%%O_Sﬁxdevix)r}x'o: ;lh’ar 08 grificos dag solucpes
F (x(t),y(t))em = .y.( : lpotesgdefeggemmdeclasse
¢! garante que, para qualquer (Xo, Yo, to) existe uma e SOt s
0¢A0 (X(t),y(t)) do sistema (6.1), tal que (X(t0), Y(to)) = (. 1.1
solu Figura 6.1(a). O sistema (6.1) sendo auténomo, Segue-sv-go ;
jiatamente gue, caso (x(t), y(t)) seja uma solugzo de (6.1) te] -
i Lgmero fixado, entéo (e1(8),y1(t) = (x(t—t,), y(t —4 2 ja
r:x;bém solugao de (6.1). De fato, temos: 11} 8€ra
q(t) =x(t—t1) =f(x(t—t1),y(t —t;)) = f(x1(), u1(4))
¢ uma expressao semelhante para y(t). Isso mostra que, se transla-
Jarmos uma solugcao de .(6.1-) paralelamente ao eixo t, obtemos ainda
uma solug@o de (6.1), veja Figura 6.1(b)

‘lt
toe
e yo
x y
Xp, Y
%
4y
y P
0 Plano de Fases
s >
X0 X
(c)

Figura 6.1
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trizacao de (x(t),y(t)) conduz 3 7
Isso’mo.stra queql)lr:prlzlr)j)r;ll:]l;scs (S(, y) veja Figura 6.1(c), pod(’mos
= orblta(cui\g rar condicoes iniciais (x0,Y0,t0) com ty = 0. A N
pOI"tanto consi Cde érbitas ndo se interseccionam no plano de o
g\?;;):l:(:lvgzozx?stem duas orbitas (x;(t),y1(t)) e (XZ(U»UZH)) taiq

que (x1(1),y1(1)) = (x2(1),y2(t)); pelo que acabamos de mostry,
vemos que

(x(t),y(t)) = (1t +t =), u(t+t—1))

é solugao de (6.1), e como

(x(1),u(1) = (xa(t),u1(})) = (x2(1),y2(}))

concluimos do teorema de Existéncia e Unicidade (seccao 3.2) que
(x(t),u(t)) = (x2(t),y2(t)), o que mostra que (x2(t),y2(t)) é umg
reparametrizacao de (xi(t),u1(t)). Observe que os resultados da
seccao 3.2 implicam na seguinte altematw?: (1) as orblt.a's (x(t), y(t))
estao definidas para todos os valores reais de t, ou (ii) (x(t),y(t))
nao esta definido para t maior ou igual a um certo w, , e neste casg
(x(t),u(t)) se torna ilimitado quando t — w . [Obserxzre que as
funcoes f(x,y), glx,u) estao definidas para_ to'do (x,y) _E R“]. Segue-
se, pois, que caso a curva (x(t),y(t)) seja limitada en?ao ela esta de-
finida para todo t. Observe, finalmente, que uma érbita nao pode se

auto-interseccionar transversalmente, isto é, ela nao pode ter pontos
duplos do tipo:

(Xo-Uo)

'<>

-~

Figura 6.2

Para ver isso, suponhamos
tais que (x(to),y(to)) = (x(t1),y(t1)) = (xo, yo); entao, as tangentes
acurva em ty e t sdo dadas pelo cam

po (f(x,y), g(x,y)) calculado no
- Vé-se também, neste caso, que a orbita é uma

que hajam dois valores de t, ty e t;,

mesmo ponto (Xxg, o)

ontos e ' i
P d Equlllbrloou Smgulalidades

hada, pois as fungdes x(t) e y(t)
rva ff?;e fato, basta usar um argumento semelhapte que utiliz;
y—tos provar que as orbitas nao se interseccionam. Neste dltiZd-
mos pard os também a terminologia 6rbitq periddica. Resym; 1 fflo
¢as0s usagz Existéncia e Unicidade nos di ik
teore 2

A : Z que o plang de fases (x y)
perto por orbitas que nao se Interseccionam.
i CO
esta C

Nosso objetivo agora € estudar essa decomposicag dq plano de

ue denominaremos espag‘f) de configuragoes (“phase portrait™).

fases,qa1 essa é uma tarefa dificil. Entretanto, desenvolveremos

;m ger ;;ara fazer um estudo local das 6rbitas Nas vizinhancag db

wcmc:;gularidade [veja 6.2 abaixo], e teremos g teorema de Poine-

:::-E.Bendixon que nos dara informacoes globais sobre o espaco de
configuragoes.

$a0 periddicas de Periodg

62 Pontos de Equilibrio ou Singularidades

Um papel muito importante no estudo da geometria do plano de fase
¢ desempenhado pelas solucdes constante

s (x(t),y(t)) = (X0,Y0) de
(6.1), as quais sao precisamente os zeros do sistema
{ f(x,y) =0
ety (6.2)

Essas solucoes sao chamadas pontos de equiltbrio, nomenclatura ins-
prada no seu significado fisico, ou singularidades (também pontos
singulares), nomenclatura Proveniente

de seu sentido geométrico. Os
pontos nao singulares sao chamados regulares.
Exemplo 1. Considere a €quacao nao linear de 29 ordem
X —8xx = 0.
Fazendo X = y, obtemos 0 sistema

{ -
: tipo (6-1) C

Rims- om f(x,y) =y e g(x,y) = 8xy. Nesse caso f
9530 de classe C! » temos existéncia e unicidade de solucao e um
rem%_i analogo ag Teorema 3.7 pode ser aplicado, isto &, as solugdes
fsse sistemg tende

m para o bordo de Q = {(x,y,t) € R3}. Nosso
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objetivo é estudar o plano de fase. As solugoes de equilibrio sago Obtidas
fazendo =
f(x,y)=y=0 e a(x,y)=8xy=0

portanto x(t) = cte e y(t) = 0 séo as solugoes de equilibrio (todgs 08
pontos do eixo-x). Para obtermos as outras solugoes, vamos supor qu;
x = x(t) possa ser invertida, obtendo t = t(x). Portanto, segue-se 4,

sistema, que
dy

— = 8x,
dx
e logo y(x) = 4x? + ¢. O plano de fase é do tipo
ty
: "
\ 1 ‘
| . Solugdes de equilibrio
| v
X
% /
[ ‘
\ |
Figura 6.3

As 6rbitas que “moram” nas parabolas cujos vértices estao abaixo
do eixo-x nio tocam esse eixo. Portanto, sdo limitadas, isto €, existe
uma constante k tal que

[|(x(t), y(t))]I<k,

Usando a observacao que segue ao Teorema 3.7, concluimos que essas
6rbitas sdo globalmente definidas, isto é, (W, w ) = R.

Vte (w_, wyi)-

Observacio: Quando as solugdes de um sistema autonomo séo glo-
balmente definidas, podemos definir a fungao

¢:R? xR — R?

b e (pt(P) = @(P,t). Temos, pelos teoremas
R dependéncia continua em relago as condigbes iniciajs

Pont
08 de Equilibrie OU Singularig,
ades

y‘jos-z

por @(P,t) = (x(t),y(t))

ode (x(t),y(t) €2 solugao de (6.1) tal que (x(0), (0

Gadoa @ introduzimos a familia de funcoes a um pari ) = P. Asso-

metro

(Ptile — R, teR,

de existéncia € unici-
2 _, R? é continua B

). ATEB G

1)

i) Pres = L1 Sl

Uma familia a um parametro satisfazendo as 3 propriedades acima é
chamada de fluxo ou sistema dinémico.

A seguir vamos estender os conceitos de estabilidade, introduzi.
dos na secgdo 2.3 para sistemas autonomos no plano.

Definigao 6.1. Um ponto de equilibrio (ou singularidade) (x,, y,) ¢
estdvel se, dado € > 0, existe & > 0, tal que para qualquer érbita
(x(t),y(t)) com

dist ((x(0),y(0)), (x0,y0)) < 8,
tenhamos
dist ((x(t),y(t)), (xo0,Y0)) < €, para todo t=>0.

Definicdao 6.2. Um ponto de equilibrio (ou singularidade) (xp,uo! €

| assintoticamente estdvel se ele for estdvel e se existirum 1 > 0 tal que

toda érbita (x(t),y(t)) com
dist ((x(0),y(0)), (xo,yo0)) <M

entao
lim (x(t),y(t)) = (x0,Yo)- (*)
t—+00

. Essa definiao simplesmente diz que orbitas “comegando perto” de

L:;o'-yO) permanecem perto, e de fato convergem para o ponto de equi-
ro,

<11
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s)/|Is|] — 0 quando s = Ot As expressdes em (6
o comportamento das 6rbitas nas vizinhancas da
Sugemm (0,0) deve ser determinado pela parte linear 4o campo
W‘dadere;‘nos mais adiante isso € “quase” verdade. Portant,
’ Como vzm o0 estudo de um sistema linear com coeficientes cons;

| Hcem"sc {x=0x+by
5 €

Y =cx +dy (6.4)

A B ofs) s€ h j) i
singu-
(f,q)
Come-
antes

2.1 0 sistema linear (6.4). .
gu;;onhamos que a origem seja uma singularidade i1solada do sis-

\ 5 oma (6.4), 0U, equivalentegente, ad — bc # 0. Para facilitar nossas
iy il explicagdes, vamos introduzir o vetor X e a matriz A-

o] ol

Figura 6.4 ¢ assim (6.4) se escreve como
As figuras B e C apresentam pontos de equilibrio assintoticamente X = AX. (6.5)
Ly Ay t ilibri R : ‘

eatl,a\ eis; Ja o exemplo A mostra um ponto de equilibrio somente est4 0 sistema (6.5) lembra a equagdo diferencial x — ax. S
e X no Capitulo 2, cuja solugao geral foi

Na definigao de singularidade assintoticamene estavel, grifamos =
a palavra estavel para enfatizar que a condigéo (*), uma caracteristica : x(t) = ce®’.
desse tipo de singularidade, nio é suficiente para caracteriza-la. Ha Ocorre, entdo, a idéia de tentar solugdes de (6.4) ou (6.5) na forma
exemplos mostrando essa eventualidade, ¢f L. Cesari “Asymptotic o
Beh.avior and Stability Problen'ls in Orfiinary Differential Equations”, { x(t) = ¢ eM , ou equivalentemente, X(t) = Ce. (6.6)
Springer-Verlag (1959). Uma singularidade que nao é estavel, chama- y(t) = cze

se instdvel. Substituindo-se em (6.4) [se o leitor preferir, ele podera prosseguir

Vamos agora supor que a origem (0,0) é uma singularidade iso- usando vetores e matrizes|, obtemos que Cj, C; e A devem satisfazer

lada de (6.1), e fazer um estudo da geometria das orbitas em sua

a0 sistema
vizinhanca. O caso de uma singularidade (x0,uo0) # (0,0) pode ser (@=A)ey +bey =0 (6.7)
reduzido ao caso de singularidade na origem mediante a mudanca de cc1+(d—A)c2=0 :
va:l-xavels (x,y!ta—; (X — X0,y — Yo). Pela formula de Taylor, f e g Como estamos interessados em solugoes nao triviais (¢, ¢2) e, ¢; #
podem ser escritas como Oouc, # 0 ou ambos # 0], segue-se que o determinante do sistema
{f(X.y) = x(0,0)x + f,,(0,0)y + F(x,y) 5 B deve ser 0:
9(x,y) = 9x(0,0)x + g4(0,0)y + G(x, y) | A=A b

onde Fe G sao o |x| + [ul)

=0 &A% —(a+d)A+(ad—bc)=0. (68
s anotacao “o” significa o seguinte: h(s) = c d- )\‘ 74 (

e ———
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As raizes dessa equacdo do 2% grau sao os ualn.n-s Proprios (o
auto-valores) da matriz A. O polinomio (no.cuso um trindmio) em (6 g)
é chamado o polinémio caracteristico. Assim, obtidos 0s auto-valore.
de A, voltamos ao sistema (6.7), de onde obteremos cy e c; e poderemos
entao escrever as solugoes de (6.4) na forma (6.6). Entretanto, como
nosso interese central é obter uma descrigdo pictorica das 6rbitas pqe
vizinhangas do ponto singular (0, 0), vamos reduzir o estudo de (6 4
aquele de um sistema equivalente, mais simples. A Algebra Linea,
nos ensina que, através de uma mudanga de variaveis no plano (x. y
a matriz A pode ser levada a um dos tipos abaixo, dependendo do sinal
do discriminante N

A= (a—d)"+4bc,

Isto € um caso particular da Forma de Jordan, veja o préximo capitulo

[A 0
Bi= - 0 uf°’ (6.9)
onde A # u sdo os dois autovalores de A supostos reais,
(A 0 )
B = 0 A} g (6.9)
onde A é 0 unico autovalor (necessariamente real) de A.
ARl E
A como em (6.9").
=gl o =1 4 -
B — [B @ :l y (6 9 )

onde & + if} s@o os autovalores de A_

O que se quer dizer com A ser levada em B mediante uma mu-
danca de variaveis é o seguinte: existe uma matriz nao singular Q (a
matriz da mudanca de variaveis) tal que B = QAQ . Concluimos,
pois, que a curva Y(t) = QXI(t) é tal que

Y=QX=QAX=QAQ 'Y =By

€consequentemente, basta est
dos quatro tipos acima. Isso po

udar o sistema (6.4) com a matriz de um
rque, apos obter as orbitas nesses casos,

T — .
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. ~ - o o ‘ /S
<e voltar as varidveis originais X= Q=1¥'a ¢ que acontece no

e- Je fases é apenas uma distorsao das 6rbitas: distorsao significa
IrmO_0 em torno da origem, reflexao em torno de uma reta passando
5 3 v
ro'liW rigem, EXpansio ou compressao ao longo de dois eixos
o ’
pe a

o (6.9). O sistema (6.4) se torna
S - »

X = AX { x(t) = ciert
{y:—‘ly : U(tl :C:C“t

Ca

Basta estudar as o6rbitas no 12 quadrante (nos demais quadran-
tes, as orbitas sao obtidas por simetria); portanto para c;,c, > 0.
\

obtemos:

cl—“xi‘zcz"‘g’\ =ty =oxBA %50,

Daf, sem Se preocupar com a orientacao, no momento, vemos que
a curva solucdo tem o aspecto indicado nas figuras abaixo

a b
!
O<WwA<1 WA >1
c d
WA <0 WA=1
Figura 6.5
Observe que os casos extremos ¢1 = 0 ou ¢z = 0 dao os semi-

€1X0s como 6rbitas. Observe que, nos casos a e b, as orbitas, entram

U origem aq longo de uma direcao fixa: quando 0 < /A < 1 as




inclinacoes das tangentes a orbita, U/x, tende a +00, e quando /) -
1 essas inclinagoes, U/x, tendem a 0.

Consegue-se a orientagdo das curvas pela andlise das solugges
na forma paramétrica. Assim: (1) se Ap < Oascurvasem qe b
tendem para a origem quando t — +00, e ai dizemos que a origem ¢
um atrator, (i) se A, it > 0 as curvas em a e b se afastam da origem
quando t — +00. Uma analise semelhante se faz quando A e i tém
sinais diferentes. Pondo todas essas observagoes, juntas, obtemos as
configuragoes A, B e C abaixo. Usa-se também a expreséo né para

designar um ponto nodal.

Caso (6.9"). O sistema (6.4) se torna

{ X = AX {x(t)zcm"t

# —
y=Ay y(t) = czeM RS

e assim as curvas solugoes sao semi-retas como na figura d acima, e
o espago de configuragoes é como na figura D, abaixo.

Y,

A\ B
A
| R G
- - - - — -
) v =
v -
A
o’ 4 i .
r<u< p<i<0
Ponto Nodal (estdvel) Ponto Nodal (estdvel)
Cog <
< >
.
> -
A
A »
A<l<p
Ponto de Sela
Figura 6.6

F——ﬁ‘ﬁ
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P ©9M. O sistema (6.4) se torna
x=Ax+VY o, {X‘ti:fc|~c;t>c"
y = Ay y(t) = caert.
Logo, 08 semi-eixos X > 0 e x < 0 sao curvas solugbes, correspon-
denﬁ;s ac; = 0ecom orientacdo dependendo do sinal de \. Basta

onsiderar o caso €2 > 0, o outro se seguindo por simetria. Supo-
hamos que A < 0. Vemos que para t grande e positivo, x(t) > 0, e
«(t) =0 quando t — +09; além disso, a curva corta o eixo y quando
{ = —C1/C2, x(t) = —oo quando t — —o0. Neste caso, todas as
srbitas entram na origem ao longo de uma diregio determinada; de
fato, y/x = Ac2/(Acy +Acat+cz) — 0. Assim, obtemos a configuracao

em E abaixo

D E
Y
4 »
< » ‘ ‘
A=u<0

Pontos nodais (estaveis)

Figura 6.7

Caso (6.9”). O sistema (6.4) se torna
x = oaxx— By
{ y = Bx + ay.
Neste caso, é preferivel usar coordenadas polares

X = Tcos 0, y = rsenf.

Dai

X =fcos® —Tsen® 0, y=rtsenO+TecosOO

217
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de onde se segue

f =xcos0 + ysen0, 0 =1 "(YcosO®—xsen0)

As tltimas equagoes nos dao

e dai
B(t) = Pt + By,

que sio as equagoes paramétricas em coordenadas polares da 6rbita
que, para t = 0, passa pelo ponto (7o, 0p). Portanto, a 6rbita é; (i) um
circulo, se a = 0, (i1) uma espiral logaritmica se @ # 0, e a origem é
um atrator se @ < 0. Além disso, a espiral é dextrégirase § < Oe
sinistrogira se f > 0.

T(t)= 1'00’,""t

Gl G2
\ ‘ “ 1
F p g S
a<0,>0 a>0,p<0
G3 G4
T \
a=0 / s W | / N
B>0 (St 7 (——)
Centro N/ N
a<0,f<0 a>0,>0
Pontos Espirais
Figura 6.8

Atencio. Um retorno as vaniaveis (x, y) do sistema (6.4) implica ape-
nas em uma distorsao das figuras acima. Nas figuras A, B, C, as
orbitas entram na singularidade ao longo de duas diregoes ortogonais,
nas figuras correspondentes ao sistema original havera duas diregoes

Pontos de Equilibrio ou Singuiaridades
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riamente ortogonais ao longo das quais as 6rbitas entrario
nd singularidade. Na figura E continuara a haver uma diregio, nio
necessal‘iamenw um eixo coordenado, ao longo da qual as érbitas en-
ok origem. Na figura F os circulos serdo transformados em

ces, Podemos, pois, resumir no quadro abaixo as varias possi

;I:lli)dades dependendo do discriminante
A= (a—-d)*+4bc

ndo necess a

¢ dos valores relativos de a, b, ce d:

A ad — bc a+d Tipo de Smguland;d;
———>i0 <0 e e
_;3 >0 <0 né esta\'cl—— -

>0 >0 >0 néinstivel
<0 =0 centro

<0 <0 ponto espl;al—osia;el 1
<0 >0 ponto espiral instével
=0 <0 no estavel >
=0 >0 no instavel |

622 O sistema nao linear (6.1).
Pelas hip6teses feitas acima, as fungoes f e g podem ser escritas na
forma (6.3), com F e G continuas e o |x|+|y|). Chamando a = f,(0,0),
b= £,(0,0), c = g«(0,0) e d = g,(0,0), o sistema (6.1) se escreve
como

{x=ax+bg+F(x‘gl (6.9)

y = cx + dy + G(x,y)

Podemos, portanto, olhar o sistema (6.9) como uma perturbagio nao
linear do sistema linear (6.4). A origem (0,0) é uma singulanidade de
(6.9)e, se supusermos ad — be # 0, tratar-se-d de uma singularidade
1solada e, neste caso, dizemos que a origem € um ponto singular sim-
Ples; caso ad — be = 0, ento, a natureza da singularidade depende

740

11

19
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fortemente da parte nao linear. Nas nossas consideragoes Suporemgs
sempre que a origem ¢ um ponto singular simples. Como dissemog
acima, ¢é de se esperar que a parte linear do sistema (6.9), isto ¢, ¢ gjs.
tema (6.4), descreva a geometria das orbitas na vizinhanca da origem:
entretanto isso ¢ aproximadamente verdade. De fato, todos os fatos
ou propriedades do sistema (6.4) que dependem de desigualdades e,
tre a, b, ¢ e d permancerao inalteradas, cf. quadro acima. Aquelag
que sao caracterizadas por igualdades podem mudar. Mais precisa.
mente, temos os resultados abaixo, cujas demonstragoes o leitor pode
encontrar no livro de E. Coddington e N. Levinson, “Theory of Ordi.
nary Differential Equations”, McGraw-Hill Book Company, New York
(1955). Veja também a secgao 7.3 do proximo capitulo.

(1) Se a origem for um atrator para o sistema linear (6.4), entio
também o sera para o sistema nao linear (6.9).

(i1) Se a origem for um ponto espiral para o sistema linear (6 4),
entio também o sera para o sistema nao linear (6.9).

(111) Se a origem for um ponto de sela para o sistema linear (6 4),
entao também o sera para o sistema nao linar (6.9).

(iv) Se a origem for um ponto nodal dos tipos A, B para o sistema
linear (6.4), entao também a origem é ainda um ponto nodal para o
sistema nao linear (6.9).

(v) Se a origem for um centro para o sistema linear (6.4), entio, a
origem pode ser um centro ou um ponto espiral para o sistema (6.9).

(vi) Se a origem for um ponto nodal do tipo D, entio a origem
pode ser um n6 ou um ponto espiral para o sistema (6.9).

Vamos ilustrar (v) e (vi) com exemplos.
Exemplo 1. Considere o sistema:

- ) ==Y Sl (6.10)

B s e tn(x2+y2)172" Y + tn(x2 +y2)172’

0 qual pode ser escrito, em coordenadas polares, como
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g r(t) = ce ', onde ¢ > 0 é uma constante arbitraria, e daj
1
=——— = 0(t)=k—tn(t-
B =t ) nt—tnc)

onde k= A(to) + Infto—tnc). Isso mostra que a origem é um ponto
espiral para (6.10), cuja parte linear tem a origem como um ponto

nodal.

Exemplo 2. Considere o sistema

% =—y—xvVx2+y?,

oqual pode ser escrito, em coordenadas polares, como

U=x—yy/x2+y2, (6.11)

e = ], R — —l'z .
=
Logo O(t) = t + Bper(t) = (t + ;'E) 520 as equagdes polares
aramétricas da solugao do sistema que, no instante t = 0, passa pelo
ponto (o, 00). Essa curva é uma espiral, e assim a origem é um ponto
espiral para o sistema (6.11). Observe que a origem, para o sistema

linear corespondente a (6.11), é um centro.

Exemplo 3. Considere o sistema

n
5 ST 2
ixs$yé)iie

x = =Yy + x(x% + y?) sen
(6.12)

g =X+ y(xz + yZ]sen ﬁrl
o qual pode ser escrito, em coordenadas polares, como

7T
f:rSsen-.
T

o=

Vé-se, entdo, que os circulos T = 1/n,n = 1,2, ..., sio orbitas fecha-
das. Temos também

T >0, quandor > 1

1 ] L

r sy —_— m:]‘-,.
B ()] quand02m<r<2m_'

i->0 d ] r<_]_ m:‘],l.
S T
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As Orbitas nas regides anulares, 1/(n+ 1) < r < 1/n_ni,
fechadas, e sim espirais, pois 0(1) e r{t) sfo estntamente monotinics
Além disso, elas devem se aproximar de circulos l/nquandot — <.,
uma justificativa dessa asserciio serd feita na secgéio 6.3, Neste ca,
a origem ¢ um centro para ambos os sistemas, o linear e 0 nio lines,

U

n Par n Impar

Figura 6.9

6.3. O Teorema de Poincarée-Bendixon

Na seciio 6.2, estudamos o espago de configuracoes, ou seja a geome-
tria das érbitas do sistema (6.1) nas vizinhan¢as de uma singulari-
dade. Os resultados la obtidos foram tipicamente locais, apesar de
servirem, em varios dos problemas para se ter uma descricao global
das drbitas no plano de fases. Entretanto, em muitos problemas das
aplicacoes, o mero conhecimento das singularidades nao chega para
descrever o espaco das configuracoes, e consequientemente nio é sufi-
ciente para responder perguntas importantes sobre o comportamento
global das 6rbitas. Em algumas aplicacbes a mecanica e a eletricidade.
um papel importante é desempenhado pelas solugoes periddicas de
(6.1), que correspondem no plano de fases a 6rbitas fechadas. Nosso
objetivo central nesta seccao é estabelecer critérios que nos permi-
tam assegurar que tais 6rbitas existem. Dado o objetivo introdutorio
do presente trabalho, vamos apenas arranhar a superficie de uma
teoria rica e profunda criada por Henri Poincaré, e que ainda hoje é
objeto de muita pesquisa. Se conseguirmos dar ao leitor uma idéia dos
problemas primeiros dessa teoria e de sua relevancia nas aplicagoes,

s

>

atingido nosso cbgetryy
tamos ter Z1ing
1. (Um sistemna mectnico, of JJ Stoer Tz
in Mechanical and Electrical Systems Interprer =

um SisleTna MMECSMCD CUNSIETds o o=

g

a uma mola e repousando s e L ee——
- ligado

com velocidade Vo

1

|
in

Suponhamos que iniciaimente (mels oo S=endids on o

midajobloco se achanaposicio £ = 0. A fore &= a0 =3

bloco para a direita até uma posicio marTms ¢ = o Mors rec==a
comegando um movimento csalstirio. O mov—eroo do biom = a=v=
aum desequilibrio entre a forga de atrito & 2 forgs —4E de mwils mosw
cbjetivo € estudar esse fendmeno 3 lur d2 mecioes ewtoas L

forga de atrito € uma funcao da veloadade do bioos relesws 3 cor—==x
—&{E—vp). Afuncio —&(v) em alzuns casos tam :

bem definida; entretanto muito se pode dizer o

nhecermos apenas a sua forma grifica, jum
priedades. Isso mostra a forga dos métodes «
momento, vamos supor que o grafico de= &

‘40
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. tingido nosso objetivo
tamos ter a
acf'edl

s 6rbitas nas regioes anulares, 1/(n+ 1) < r < 1/n, nio sz, Y : :
fech:;:m;'rc)slﬂl ospirill: pois 0(t) er(t) sdo estritamente monotdnicys Exﬂ“Pl° 1. (Un} s:stema‘rnncaru;rk (f J.J. Stoker, Nonling ir Vibra
Além disso, elas devem se aproximar de circulos I/nquandot — 4+ ' ions in Mechun'lcal and Ll(*f‘tr"]ca Systems, Interscience Publishere
uma justificativa dessa assergdo sera feita na secciio 6.3. Neste casg Considere um sistema mecanico constituido por um bloco de mas<a

- ligado a uma mola e repousando sobre um correia dspera que gira

a origem é um centro para ambos os sistemas, o linear e o nio lineay
oD velocidade Vo .

n Impar I

ty

n Par

Figura 6.10

Suponhamos que inicialmente (mola nio distendida ou compr
mida) o bloco se acha na posi¢ao & = 0. A forca de atrito arrasta «
bloco para a direita até uma posi¢ao maxima e ai o bloco regressa
S [sorems Be S pcers Sencion come¢ando um movimento oscilatério. O movimento do bloco se deve
aum desequilibrio entre a for¢a de atrito e a forca — k& da mola, nosso
objetivo é estudar esse fenomeno a luz da mecanica newtoniana. A
forca de atrito é uma funcao da velocidade do bloco relativa a correia
-0l&—vp). A funcao —¢(v) em alguns casos tem uma forma algébrica
bem definida; entretanto muito se pode dizer sobre o problema se co
nhecermos apenas a sua forma grafica, juntamente com certas pro-
pnedades. Isso mostra a for¢a dos métodos que vamos descrever. No
momento, vamos supor que o grafico de ¢(v) seja o seguinte

Figura 6.9

Na secao 6.2, estudamos o espaco de configuragoes, ou seja a geome-
tria das orbitas do sistema (6.1) nas vizinhancas de uma singulan
dade. Os resultados la obtidos foram tipicamente locais, apesar de
servirem, em varios dos problemas para se ter uma descri¢ao global
das orbitas no plano de fases. Entretanto, em muitos problemas das
aplicagoes, o mero conhecimento das singularidades nio chega para
descrever o espago das configuragoes, e consequentemente nio é sufi-
ciente para responder perguntas importantes sobre o comportamento
global das orbitas. Em algumas aplica¢oes a mecéanica e a eletricidade, AQ
um papel importante é desempenhado pelas solucoes periodicas de
(6.1), que correspondem no plano de fases a orbitas fechadas. Nosso
objetivo central nesta secgdo é estabelecer critérios que nos permi

i

tam assegurar que tais orbitas existem. Dado o objetivo introdutério

do presente trabalho, vamos apenas arranhar a superficie de uma 2
teoria rica e profunda criada por Henri Poincaré, e que ainda hoje ¢
objeto de muita pesquisa. Se conseguirmos dar ao leitor uma idéia dos
problemas primeiros dessa teoria e de sua relevancia nas aplicagoes, Figura 6.11
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A interpretagio do grafico ¢ a seguinte: quando o bloco est4 pa-
rado relativamente a correia, a for¢a de atrito aumenta (i.e. g pe.
sisténcia do bloco a se mover pela agido de uma forca externa) g4
atingir um valor méximo, e a partir dai decresce, voltando depois 5
crescer quando v aumenta. Pela 2¢ lei de Newton, temos

mé = —¢(& —vo) — k&. (6.13)
Mudamos da varidvel & para a vanavel x:
1
X:£+E¢(—Vo), (6.14)

0 que quer dizer que passamos a contar os deslocamentos a partir da
posi¢io onde o bloco esta em equilibrio sob a agao da forga de atrito
e da for¢a da mola: —¢(—vp) — k& = 0. Fazendo a substituicao em

(6.13) obtemos
mx + ¢(x —vo) — d(—vo) + kx = 0.
Fazendo a substitui¢cao
F(x) = d(x —vo) — d(—vo),

obtemos:
mx + F(x) + kx =0, (6.15)

onde a fungao F tem o grafico seguinte, caso v nao seja muito grande

A F(x)

| —

v

Figura 6.12

As solugdes oscilatorias de problemas desse tipo sao chamadas
auto-excitadas. A nomenclatura auto-excitada se explica pelo fato de
que a solugio periodica é criada pelo proprio sistema, sem a acao de
forcas externas. Observe que a existéncia de solugoes periodicas para
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40 (6.15) € um fenomeno tipicamente nio linear: nos sistemas
equas ;cos lineares, a presenca de forca de atrito implica necessaria-
em amortecimento. E mais, neste caso, s6 aparecem solucbes
as se houver forcas externas periodicas, e ai as oscilagoes nio
uto-excitadas. Um modelo mecéinico do tipo descrito acima
Rayleigh para explicar as oscilagtes das cordas do vio-
astadas pelo arco; entretanto, esse é um problema bem
pois deve envolver derivadas parciais, uma vez que se
lema de corda vibrante.

mente
pe,—iédic
seriam &
foi usado poT
lino quando arr
mais complexo,
rata de um prob
Exemplo 2. (Triodo). P‘ara. nao entrar nos detalhes da deducio da
equagdo que deve ser satisfexta pgla corrente num trecho do circuito [o
Jeitor interessado pode vé-la no livro de Stoker], vamos considerar um
modelo representado por um sistema RLC, onde a queda de voltagem,

V¢p, no resistor satisfaz a uma relagao do tipo:

]
vco=k(§13—1), k>0

A B @ D

Figura 6.13

Como a variagao do potencial (voltagem) no indutor, Vap, € dada
por
dl
Vag=L—,
AB dt
onde I é a corrente por unidade de tempo, e no capacitor, V¢, por

- Q
VBC—C

onde Q ¢ a carga e L e C sao constantes (respect. indutancia e ca-
Pacitancia), temos, pela 22 lei de Kirchhoff (a soma algebrica das
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Sfferengas de potencal em uma malha € zero), que
U+ =<+k{zP-1)=0
¢ et por derivagio com relacio a t, obtemos
) 3 o,
U+kil“=1)1+ El = 0. (6.16)

A eguacio (6.16) é conhecida como a egquagdo de van der Pol, que
28 guem 2 derivou pela primeira vez e para ela obteve a existéncia
Se mmme selocde peridédica. Como no Exemplo 1 observe que uma
Emearizacho de (6.16), substituindo-a por

. 2%
Ll—klvEl—O

(6.17)
ko € uma sprormacko admissivel do fenémeno real, uma vez que
eane spresecis oscilaghes sulo-excitadas, e as solugdes de (6.17) cres-
otan expomencalmente Portanto, nio hd que resistir; a equagio
(5.18) cvm toda sua nho linearidade deve ser atacada. Um argumen-
o Bewristion para explicar porque (6.16) tem solugéo periédica é o
seguinte guands | > 1, 0 codficiente de | se torna positivo e af a
ovrrente £ smmoriecida, e quando | < 1, a corrente é amplificada,

Besumo dos Ezemplos 1 e 2. O tipo de equagho obtida nesses
exeeim £ ¢ segriinte

U+flujs+ku=0,
Nilw nom proposm & estudar equagies de um tipo mals geral

G4 flujt+ glu) =0, (6.18)
e & comibmeida come & eyungldo de Lignard, Fsta equagio 6 equivi-
berds a0 saguinte sistarria no plano de (ases, x ~ u, y ~ U

flely (6,19

k=Y Y- glx).
Wemens prothutnn b ewtudar i questhn dn existbnels do Orbitas o

hadan (L. shugnn peribdicns) da (B.19), su, mais geralmente, 4o
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sistema (6.1). A resposta a essa questdo é dada pelo teorema de Poin-
caré-Bendixon, enunciado abaixo. Antes, vamos introduzir os

un concel-
(0 de conjuntos limites. Suponha que a solucio

@(t,P) = (x(t), y(t))

de (6.1), com condigdio inicial P = (x(0),y(0)), esteja definida para
todo t € K. O conjunto

vy =7v(P) ={(x(t),y(t)) : t e R}

¢ chamado de drbita do sistema (6.1) através do ponto P € R Defi-
nimos a semi-orbita positiva como

vyt =v*(P) ={(x(t),y(t) : t20},

¢, analogamente a semi-orbita negativa,
Definigiio 6.3. O conjunto

w(P) = w(y) =
“x.v) (S Rz H th ~3 400 t.q. (X,U) = ““Al.n\(\“n“wtu”}

é chamado de conjunto w-limite da 6rbita que passa por P Analoga-
mente define-se o conjunto x-limite como sendo

a(P) = aly) =
)
((x,y) & R2 Ity = =00 t.q. (x,¥) "ln.n\l\lln). y(talll

. ¢ fo &
Exemplo 8. Now sistemas lineares da secpio 6.2.1, um lpfm:xunl(q‘u:\r
quilibrio assintoticamente estivel é o conjunto w-limite de que
orbita,

g 109 femos que 08
Exemplo 4, No sistomn do lixemplo 3 da secgdo 6.2 ..:"h“n::“p;r 2
reulon 1 o * com 1 par sio conjuntos -limite, @ par
wlimite,

Kxemplo 6, O conjunto w-limito ndo :
figurn 6,14 tomon que w(P) =y v y(Pa)

Na
o luwoum\rinmvulv conexo, |

D
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diferengas de potencial em uma malha é zero), que
o] 1.3 )
X 4+k(zP-1)=0
LI+ C 3
e dai, por derivagio com relagdo a t, obtemos
: by Shalt
LI+ k(I ——I_H+El=0. (6.16)

A equagdo (6.16) é conhecida como a equagdo de van der Pol, que
foi quem a derivou pela primeira vez e para ela obteve a existéncia
de uma solugao periédica. Como no Exemplo 1 observe que uma
linearizagio de (6.16), substituindo-a por

; ot 2l
LI-kl+=I=0 (6.17)

G

nio é uma aproximagao admissivel do fenomeno real, uma vez que
este apresenta oscilagdes auto-excitadas, e as solugdes de (6.17) cres-
cem exponencialmente. Portanto, ndo hd que resistir: a equagio
(6.16) com toda sua ndo linearidade deve ser atacada. Um argumen-
to heuristico para explicar porque (6.16) tem solu¢do periddica ¢ o
seguinte: quando I > 1, o coeficiente de | se torna positivo e ai a
corrente é amortecida, e quando I < 1, a corrente é amplificada.

Resumo dos Exemplos 1 e 2. O tipo de equagio obtida nesses
exemplos é o seguinte

i+ fluju+ku=0.

Noés nos propomos a estudar equagbes de um tipo mais geral

u+ fluju+glu) =0, (6.18)

que ¢é conhecida como a equagdo de Liénard. Esta equagio é equiva-
lente ao seguinte sistema no plano de fases, x = u, y = w

x=y y=-—flx)y—g(x). (6.19)

Nosso problema é estudar a questdo da existéncia de orbitas fe-
chadas (i.e. solugdes periddicas) de (6.19), ou, mais geralmente, do

O Teorema de Poincaré—Bendixon
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A resposta a essa questao € dada pelo teorema de Poin-
enunciado abaixo. Antes, vamos introduzir os concei-
imites. Suponha que a solugao

sistema (6 1).
Bendixon,

w&,den:onjlm""51
@(t,P) = (x(t), y(t))

4o (6.1), com condigdo inicial P= (x| 0),u(0)), esteja definida para
todo t € R. O conjunto

v =v(P) ={(x(t),y(t)) : t € R}

¢ chamado de 6rbita do sistema (6.1) através do ponto P € R, Defi-
nimos a semi-orbita positiva como

vt =vH(P) ={(x(t),u(t)) ; >0},

¢, analogamente a semi-oOrbita negativa.
Defini¢io 6.3. O conjunto

w(P) =wly) =
{(x,y) € R*: 3ty = +ootq. (x,y) = lim (x(tn),ultn))]

¢ chamado de conjunto w-limite da 6rbita que passa por P. Analoga-
mente define-se o conjunto x-limite como sendo

a(P) = aly) =
{(x,y) € RZ:3t, = —ootq. (x,y) = nh».[.n\l‘“"]‘ y(ta)))

Exemplo 3. Nos sistemas lineares da secgdo 6.2.1, um ponto de e-
quilibrio assintoticamente estavel ¢ o conjunto w-limite de qualquer
orbita.

Exemplo 4. No sistema do Exemplo 3 da secgdo 6.2.2, temos que 6%
circulos 1 = % com M par sao conjuntos w-limite, € para n impar sao
a-limite.

Exemplo 5. O conjunto w-limite nao € necessariamente conexo. Na
figura 6.14 temos que w(P) = y(Py) Uy(P2).

227
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. wP)FP
1 to
! ¢ compac
by P ) w(P) -
P y é con -
: & o ¢é invariante isto é, se P € w(P) entdo a solucdo ¢(t. P
i in g
i ) w(P) todo t.
3 w(P) para
[ w(P) atrai a solu¢do @(t,P), isto ¢,
v)
lim dist. (@(t,P), w(P)) =0.
L4020
Podemos enunciar uma versao analoga para o conjunto o-limite
Figura 6.14

Exemplo 6. Considere um sistema com 3 pontos de equilibrio, sendg
2 pontos espirais instaveis e 1 ponto de sela, como na figura 6.15

Figura 6.15

Neste caso temos que o conjunto em forma de oito, formado pelas
duas orbitas e o ponto de sela, é o conjunto w-limite de todo ponto
P que esta fora de oo. O lago direito de oo é o w-limite de todo

ponto P que estd dentro desse lago, exceto o ponto espiral la contido
Analogamente o lago esquerdo.

As letras gregas « e w, respectivamente primeira e ultima letra
do alfabeto grego, sugerem o sentido —o00 e +00 dos conjuntos limi-
tes. As principais propriedades desses conjuntos estao resumidas no
teorema seguinte, cuja demonstragao pode ser encontrada no livro de
Hirsch-Smale ou Hale citados no final desta seccio.
Teorema 6.1. Se a semi-6rbita

positiva y*(P) ¢ limitada, entio o
conjunto w-limite de P satisfaz:

Uma consequéncia importante do Teorema 6.1 é que se
m

lim (x(t),y(t)) =P,
Lte=4x

= i i )(P) ={P) é ivariante, o que
= ¢ ponto de equilibrio. De fato, w/| {

entalti)cz (ep}():) P) = P ¥V t. Portanto P é ponto de equilibrio

mp ’

a 6.2 (Poincaré-Bendixon). Suponha que a semi-orbita v (P
T?‘“::da e que w(P) nao contém uma singularnidade (ponto de equi
im ont
fibrio). Entao w(P) é uma orbita fechada.

Vale um resultado analogo para «(P).

Definicdo 6.4. Um ciclo limite € uma orbita fechada (peniédica) y
contida em w(P) (ou em x(P)) onde P € y.

- > H 1
Exemplo 7. No sistema do Exemplo 3 da sec¢ao 6.2.2 os circulos t = ~
com N par sao ciclos w-limites, e com n impar sao ciclos a-limites.

6.3.1. Consequéncias do teorema de Poincaré:Bendixon.

Seja Q) uma regiao (i.e., aberto conexo) de R*, suponha que qualquﬁr
solugio que encontra O() permanece em (), lSt.Oh é, se
(x(to),u(to)) € 90 para algum tg, entao (x(t),y(t)) € Q, vt > t;

Se 0 nao contiver singularidades, entéo ela contém necessariamente
uma orbita fechada.

A determinagio de uma regiao () com a propriedade descrita

acma nao é tarefa facil. Vejamos um exemplo ficil, construido para
llustrar a idéia.

N
N
w0
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Exemplo 8. Considere a equagao

P4 bl
U+ (2u 4+ 0 =2)ju+u=0

(6.20)
que ¢ equivalente ao sistema
=Yy, g-—(2\2+y"’—2)u—x~ (6.2]
L 21)
De (6.21) obtemos

> > ] -
imlx +Y°) =xx +yy = —(2x2 4 y2 — 22,

Agora considere (Q = {(x,y) € R2:1<x?4 yz < 3}, cuja fronteira
9Q) é constituida de dois circulos. No circulo x% + yl = 1 temos

1A LTI 2 2

z_dt(x +y°)=—(x*=1)y* > 0. (6.22)
e no circulo x% + gl = 3, temos

I B 2 2 2

._'Zd_t(x +y“)=—(x*+1)y“<0. (6.23)

Finalmente, (6.22) e (6.23) implicam que as condigées da consequéncia
do teorema de Poincaré-Bendixon estdo satisfeitas. Logo existe uma
6rbita fechada em Q).

Enunciamos a seguir um resultado que garante a existéncia de
solugdo periodica para a equacdo de Liénard (6.18).

Teorema 6.3 (Levinson-Smith). Suponha que f é par, g impar, e
g(u) > 0 para u > 0. Sgzam

u u
Flu) =J f(s) ds G(u) =J gls) ds.
0 0

Suponha que (1) G(u) — oo guando u — o9, (i) a fungdo F tem
um zero em U = g, F(u) < O para 0 < u < Uy, Flu) é monot(’)nlc:a
crescente para \u > Up € F(u) — oo quando u — 0. Entdao a equagao
(6.18) tem uma unica solugdo periédica, que no plano de fases é uma
érbita fechada contendo a origem. Além disso essa orbita é o conjunto
w-limite de qualquer outra orbitay # {0).

(A demonstragio desse teorema e do Teorema de P
dixon estiio nos livros mencionados nas r(_'f(-r.lnc“. ;
Za o - as ad

secq o, Vamos utiliza-lo em alguns exemplos,] I

nncare-Ben

f .
Unal desta

gxemplo 6. Para a equagio de van der Pol

4 pu? = u+u=0

temos
113 3
F(u) = R ? =l = Uy V3

Critério negativozde Bendixon. Seja () uma regido simplesmente
conexa do plano R“. Suponha que div(f,g) = fy + g, é sempre
positiVO ou sempre negativo em (. Entdo, o sistema (6.1) nio tem
solugdo periodica contida em . A demonstragio é facil e utiliza o
teorema de Green:

JJ (fx+gg]dXdU:J fdg»gd\ {
R C

N
0o
NN

onde R designa a regiao limitada por uma curva fechada simples C
Suponha que exista uma solugdo periddica @(t) x(t),y(t)) de
periodo T designando por C a curva correspondente a ¢ temos, pela
definigao da integral de linha:

T
J fdy~ngAJ' (fy — gx)dt =0 (6.25)
= 0
A hipétese de div(f, g) ter um sinal definido em () implica numa
contradigdo entre (6.25) e

” (fx + gy) dxdy #0
R

s . tAeniicas cadas no
Para ilustrar o grau de sofisticagao das técnicas InvoC

agul L sobre
estudo global do sistema (6.1) vamos enunciar um resultado st

<trado usando 0 fa-
A . : al sera demonstra W
SR R s1ngulandad95- ¥ q:)uwcr “Seja K um subconjunto de

moso teorema do ponto fixo de B B s toda funchd
R" homeomorfo a bola unitana
contfnua F: K — K tem (pelo me
f(xg) = xo". Esse teorema é um
vérias demonstragoes, nenhum

fechada de K5 €f o
nos) um ponto fixo Xxg € ™ ¢ T
resultado prof’undu. que poss

a trivial!
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Teorema 6.4. Seja K um subconjunto de
unitario fechado. Suponha que
orbita 'y encontrar K num insta
t>40. Entao K conté
(6.1)

2
R homeomorfy ao dige,
K tem a seguinte propriedade-
nte 1o entdo ela permanece e

m K Parg
m pelo menos um ponto de

equilibrio do Ststemgq

Demonstracao: A demonstracio utiliza a transforma

¢ao de Poincarg
fixado T > 0, para cada P € K defina

$(P) = @(T,P)

temos que ¢ é continua (veja Teorema
do teorema, e pelo teorema de Brouw
que ¢(X) = X. O que acabamos de

3.11), ¢(K) ¢ K, pela hipétese
er segue-se que existe X ¢ K tal
fazer vale para qualquer T -
i com T, — 0, temos uma sucessig
Xn tal que

xn — W(Tv\. xn)
€ portanto uma sucessio de solucoes periddicas de periodos T,

Como a sucessio (X,,) esta contida no conjunto K, o qual ¢ lim;-
tado e fechado (pois é homeomorfo ao disco unitario fec
que ela contém uma subsucess

podemos supor que X,, — Xo.

(6.26)

hado), segue-se
ao convergente. Mudando a notacdo,

Agora, dados t e N, existe um inteiro kn(t) tal que

kn(t)TnSt < [kn“) 7.2 ]]Tn e (p(kn(t)Tn» Xn) =X

onde a dltima igualdade se se
periodica de periodo I

n (6.27)

gue do fato de que a 6rbita @t X, ) é

Estamos agora preparados para provar que @(t, X,)
—00 < t < o0, ou seja Xy é um
temos

= Xo, para
ponto singular de (6.1). De fato,

19 (1, Xo) — Xol|<|@(t, Xo) — @4, Xn)| +[@(t, Xn) = Xn| + [X;, — X
de onde se segue, usando (6.27)

o,

l9(t,Xo) = Xo|<[e(t, Xo) — et Xn)|+

+ [t — Kn(t) Ty, Xn) — Xn| + [Xn — Xol
e passando ao limite quando n —s 00, segue-se o resultado.

. <l D
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Corolario. Se (6.1) tiver uma o6rbita fechadq Y,
o

P entao existe
laridade na regiao limitada por .
gu

Uma sin

Fste corolario, juntamente com o teorema’ de Pomcaré«Bendmon Im-
11 1 1 Bl .
plica que se uma regido limitada O de B contiver umga Semi-rbitg_

ntdo () contém necessariamente um ponto Singular de (6.1)
€

Ao leitor interessado em obter mais info

Tmacdes, sugerimos as
intes referéncias:
seguinte

N. Minorsky, “Nonlinear Oscillations”,
(1962).

J Hale, “Ordinary Differential Equations”, Wiley-Interscience | 1969).

M. Hirsch and S. Smale, “Differential Equations, D
ax;d Linear Algebra”, Academic Press, (1974).

J. Sotomayor, “Li¢ées de Equacées Diferenciais Ordinarias”, Projeto
Eucljdes, 1979.

D. Van Nostrand Co, 1

ne.

ynamical Systems

64. Usando o Software Mathematica

0 objetivo desta sec¢ao nio é oferecer ao leitor um tutorial de utiliza-
¢ao do software Mathematica, mas mostrar, através de alguns exem-
plos, a facilidade de uso do programa e chamar a sua atengdo para
a utilidade de se ter em maos um “colaborador” . capaz de trabalhar

numericamente, simbolicamente e graficamente e ainda com precisao
e rapidez.

Vamos dar exemplos de utilizacio dos comandos DSolve & ND-
Solve utilizados para resolver equagoes diferenciais. A seguir anah;:a-
remos a resposta dada pelo programa, e também vamos representa-la
graficamente através dos comandos Plot e ParametricPlot.

O Comando DSolve resolve equagdes simbolicamente e NDSolve
resolve numericamente. Por exemplo, para resolver x = ax, com
x(0) = b, colocamos

DSolve[x'[t]==a" x[t], x[t],t]
€ obtemos a resposta na forma

{{x[t] — E**C[1]}}.
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Esse comando DSolve Possui 3 argumentos separados por virgulas. O

3 5 ; : mandos para estudar a resposta do . QI
primeiro € a equagdo, ou as equagdes, ja que podemos incluir nesse gr. usar esses cou]mdos produzidos pelo programs Exemplo 4, veja
gumento um sistema de equagées diferenciais, inclusive as condigges abaixo 0S res -

?niciais, veja os exemplqs a seguir. O segundo argumento é a funcao pSolvel
incégnita ou as fungoes Incognitas no caso de sistemas, e finalmente
. ’ v . ) [ 9"] == y[t]'
0 terceiro argumento é a variavel independente. x
Exemplos: y[t] == -Sinlt],
1.DSolve[{x’[t]==a x[t], x[0]==b}, x[t], t] x[0] == 0,

y[0] == 1}, {x[t], yltl}, t]

at
{{x[tl—= b E})) ((x[t] —> Sin[t], y[t] —> Cos]t]}}

2.DSolve[x"[t] + x[t] == 0, x[t], t]

8=%
{{x[t]l= C[2]Cos[t] — C[1]Sin[t]}} ({x[t] = Sin[t], y[t] —> Cos|t]}}
3. DSolve[{x"[t] +Sin[t] ==0, x[0] ==0,x[0] ==1},x[t], t] s([11]
{{x[t]—= Sin[t]}} (x[t] —> Sinl[t], y[t] —> Cosl[t]}
4. DSolve| s[[111[[1]]
{x’[t] == y[t], x[t] —> Sin[t]
S teiaL u=s[[11] ([1]] [[2]]
ke Sin|t]
= s[[111 (1211 [[2]]
{{x[t}= Sinlt], y[t]— Cost]}} v=SiUII2] [(2)
Coslt]

O programa trabalha com listas que sao elementos entre
chaves. No Exemplo 4 acima o primeiro argumento é uma
lista com 4 elementos. As respostas também sio dadas em
forma de listas. O comando usado para se obter um determi-

nado elemento de uma lista é o colchete duplo. Por exemplo
0 comando

Plot[u, {t, 0, 2Pi}]

{10, 15, 20, 25} {[2]]

produz o segundo elemento da lista, no caso o 15. Um outro
comando que usaremos é o %, Coloca-se s = % para designar
por s o resultado imediatamente anterior. Agora vamos

Figura 6.16

J IR
.
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Consideremos, pois, o problema de valor inicial
Plot[v, {t, 0, 2Pi}]
X=1
0 y:—x—O.Slxz—Hy
X(O] = X0
05 y(0) =0
o vamos resolvé-lo para Xo = 3, xo = | e para t no intervalo [0,10]:
Figura 6.17
NDSolvel{
ParametricPlot[{u, v}, {t, 0, 2Pi}] 1] == yit],
ylt] == -x[t] - 0.5 ((x[th"2-Dylt],
3[0]'-"339
y[0]==0

h
[x, Y}v {‘o 0, 10}]
{[x —> InterpolatingFunction/0., 10., <> ],

y—> InterpolatingFunction[0., 10, < >}

Figura 6.18
Vamos agora analisar uma equac¢ao nao-linear. Considere, por h=%

exemplo, a equagao de van der Pol {{x —> InterpolatingFunction[0., 10., <> ],

X+ ux“=1)x+x=0 y —> InterpolatingFunction|0., 10., <>}
com (L = (0.5. Vimos pelo Teorema 6.3 e Exemplo 6 que essa equagao
possui uma solugio periédica e que sua érbita é o conjunto w-limite ul = h[[1]1T[11][[2]]

nj
de qualquer outra orbita. Vamos utilizar o Mathematica para de- InterpolatingFunction|[{0., 10.}, <>1
terminarmos aproximadamente essa 6rbita fechada e seu periodo.
Usaremos o comando NDSolve para resolvé-la numericamente, esse v1 = h{[1]] ((2]] [[2]]
comando possui 0s mesmos argumentos que o DSolve com algumas
. InterpolatingFunction[{0.,10.}, < >]

restricoes. Temos que especificar no primeiro argumento condigoes
iniciais que determinam a solu¢cao de maneira tinica e no terceiro ar-

gumento devemos especificar o intervalo da variavel independente. PlrametricPlot[{uI[t], v1[tl}, {t, 0, 10]]
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I terpOIatingFunction[.’O.. 10.}, <>]
n
Pax.ametricPlot[{u2[t]. v2[t]},{t, 0, 10}]

Figura 6.19

NDSolve|| Figura 6.20
x'[t] == y[t],

YIt] == - x[t] - 0.5((x[t])"2 -1)y[t],
x[0]==1,

Podemos representar graficamente as duas solucées si-
multineamente no plano de fase
Yi0le=0 ParametricPlot[{{ul[t], v1[t]}, {u2[t], v2[t]}},
} {,0,10}]
{x, ¥}, {t, 0,10}]
{{x —> InterpolatingFunction|{0., 10.}, < >],

Y —> InterpolatingFunction|[{0., 10.}, < >]}}

=%

{{x —> InterpolatingFunction[{0., 10.}, < >],
Y —> InterpolatingFunction[{0., 10.}, <>]}}

K[[111[[1]1112]] Figura 6.21

InterpolatingFunction({0., 10.}, < >] .
Vemos que a solucio periédica possui condigdo inicial x;

u2=% L
pProxima de 2. Vamos resolver para xy = 2.
InterpolatingFunction[{0., 10.}, <]
NDSolvel[{
K[[111[[211[[2]] X'[t] == y[¢],
InterpolatingFunction[{0., 10}, < >] i’[[otil == -x[t] - 0.5((x[t]\2-1)ylt],
v2=% z

—
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y[0]==0

'
{x%y}i{t, 0,10}]
{{x—> InterpolatingFunction[{0., 10
Y- InterpolatingFunction[{0., 10

1=%
{{x-> InterpolatingFunction[{0., 10.},
y-—> InterpolatingFunction[{0., 10.}, < >]

ud = 1[[1]][111012])
InterpolatingFunction[{0., 10}, < >]

v3 = 1[[1]][[2]][[2]]
InterpolatingFunection[{0., 10.}, < >|

ParametricPlot|[{u3[t], v3[t]}, {t,0,10]]

Figura 6.22

Vamos analisar numericamente esse grafico nas vizinhancgas
do ponto (2,0). Plotamos o grafico de v;(t)

Plot[v3[t], {t, 0, 10}]

Usang

o
o
»

#
Oftware Mathem
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Nics

Figura 6.23

O grifico de v3(i) corta o eixo t para t préximo de 6. Vamos
ampliar essa regiio considerando o grifico somente para 6 2< <4 4

Plotlv3[t], {t, 6.2, 6.4]]

IaN

Figura 6.24

A seguir vamos calcular a raiz de v3|{| com maior precisio, ¢ 0

ponto em que a solugao (1t3(t), v3(t)] volta a cruzar o eixo-i. Para
isso construimos uma lista com valores entre 6.35 e 6.4 e calculamos
os valores de u3(t) e v3(1) nos valores da lista.

Table[6.35 + 0.01 n, {n, 0, 5]
6.35,6.36,6.37,6.38,6.39,6.4
£=%

6.35,6.36,6.37, 6.38, 6.39, 6.4

v3l(gl
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{0.0596495, 0.0388912, 0.0184385, —0.00171059,

—0.0215587, —0.0411083}

u3g]

{2.00153, 2.00202, 2.00231, 2.00239, 2.00227, 2.00196)

temos portanto que V3(t) corta o eixo para | entre 6.37 ¢ 6.38 ¢ 4
solugio (u3(t),vi(t)) corta o eixo-u préximo a 2.00239.

Ao leitor interessado em obter informagdes gerais sobre o sof-
tware Mathematica, sugerimos o livro: T.W. Gray e J. Glynn, “The
Beginner’s Guide to Mathematica”, Version 2, Addison-Wesley Pub),
Co. (1992).

6.5. Exercicios

1. Localize e classifique os pontos de equilibrio dos seguintes sistemas.
Esboce o plano de fase em torno dos pontos de equilibrio.

(a){x Rt (d){)_( )

Yy=x—y y=2x—4y

(b){’_‘ * g (e){x o
y=3x—2y y=x+y—2xy
X = 3x — — ye?

(c){x xX—y m{x ye
y=x+y y=1-—x2

2. Ache uma integral primeira para o sistema (a) acima, isto é, deter-
mine uma fungao V(x,y) tal que as solugoes do sistema (a) “moram”
nas curvas de niveis de V, V(x(t),y(t)) = c, Vt. (Sugestao: Procure
V da forma: V(x,y) = ax? + bxy + cy?).

3. Transforme a equacao do oscilador harmonico
mx + ux +kx =0

num sistema no plano de fases (x, y), e estude os tipos de singulari-
dades que ocorrem, conectando-as com as nogoes de amortecimento
forte, critico e oscilatorio.

e,

Exerciciog

seqho 65

: tema
w08 { x = 2xy
y=x—y?

; conhecido como sela do macaco. Mostre que V(x,y) = x> — 3y,

:umﬂ integral primeira para o sistema e esboce o plano de fase em

{orno da origem.

5. Compare 08 planos de fase dos sistemas

11 . {x:xy
g:—x g:—x:'
d 2. 4
Em ambos temos a—z = —u—" .

6 Sef, g:IR2 — R?, de classe C', sao tais que
(f(x),g(x)) =0 V¥x€eR?
ex = f(x) tem uma orbita fechada, mostre que g tem um zero.

7. Mostre que as equagdes abaixo tém solucio periodica

@ o—(1—-udu+u’=0

® 1w+ (u2—2)u+u+senu=0

8. Mostre que o sistema abaixo tem uma solugao periddica:
x=y+x(x*4+y*-9) y:—x+g(x2-rg3—°y

(Neste caso, pode-se resolver explicitamente o sistema e determinar
essa solucao; use coordenadas polares).

8. Mostre que o sistema

x=—y+xf(r)/r, y=x+yf(r)/m (Pr=x"+v")
tem solugges periédicas, correspondendo aos zeros de (7). Determine
: e dos ciclos: (1)

€ssas solucoes nos casos abaixo e discuta a estabﬂilid’ad &
) =(r=1)(r—2)(r—3); Gi) f(r)=(r—4)"~ 8r+ 10)-

nN

w
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10. Determine regides onde os sistemas abaixo nao tém solucpes
periodicas

{x—y {XTZX xy' +y
y=x>+y+u? y=x>+y—yx?

6.6. Aplicacoes

6.6.1 O Péndulo
A equagao que representa o problema das oscilagoes de um péndulo
simples livre sem amortecimento, deduzida na sec¢iio 4.5, é a seguinte:

mlO + mg sen 0 =0, (6.28)

onde m € a massa fixada na extremidade inferior do fio de compri-
mento {, e 0 é a coordenada angular contada a partir da vertical no
sentido anti-horario, como indica a figura a seguir:

0 >
X
Y
mgseno 2 T
=
mgcoso
mg
vY
Figura 6.25

A equacdo (6.28) nao é linear. Se, por um lado, esse fato dificulta
a resolugao da equagdo, por outro, foi um notavel estimulo para o de-
senvolvimento de técnicas nao lineares, como veremos neste capitulo.

_ Uma lineariza¢ao da equagdo (6.28) pode ser conseguida, substi-
tpmdo-se sen 0 por 0, 0 que necesssariamente restringe sua aplicabi-
lidade ao caso de pequenas oscilagoes 0. A equagiao (6.28) se torna:

A g
0 + T 0=0, (6.29)
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entdo um modelo matematico para representar o fengmeng da

eé, e R g
qu el oscilagoes do péndulo. A equacio(6.29)édo tipo do oscilador
harmonico simples estudado na sec¢do 4.5. Sua solugio ¢
0(t) = Acos(wt — ¢), (6.30)

 que diz que as oscilagoes sé(f periédicas de gmphtude A e freqiéncia
Creular @ = \/'g—/—f [A'frcquenc:a circular é uma expressio bastante
,sada e representa 0 numero de o§cxla¢6es em 27 unidades de tempo:
lembre que a freqiéncia, como vimos na sec¢do 4.5, é o nimero de
sscilagoes por unidade de tempo, a qual seria pois w/27). Assim o

periodo das oscilagoes é
4
b 2"\/; (6.31)

mostrando que o periodo é 0 mesmo, qualquer que seja a amplitude
Esse fato é conhecido como a lei do isocronismo das pequenas os-
cilagoes, supostamente descoberta por Galileu observando as oscila-
coes dos lustres da catedral de Pisa... A formula (6.31) nos diz que o
péndulo que bate o segundo, isto é, aquele cujo periodo € 2 segundos,
tem comprimento aproximadamente igual a 1 metro.

A lineariza¢ao imposta a equagao (6.28) é muito forte. Seria de-
sejavel tratar o problema em sua forma nao linear original, possibili-
tando o estudo de grandes oscilagdes e até mesmo o caso de péndulos
realizando rotacdes completas em torno do ponto de suspensao 0. E
isso é 0 que faremos a seguir. comegando em i) abaixo com o estudo
das oscilagdes do péndulo no plano de fases e prosseguindo em 11) com
o estudo do periodo do péndulo para grandes oscilagoes.

1) O estudo das oscilagdes do péndulo no plano de fases. Mostrare-
mos, inicialmente, que o estudo da equagio (6.28) do movimento do
péndulo, que agora escrevemos como:

0+ w?senf =0 (6.32)
o diferencial de 1%

pode ser reduzido a consideraciao de uma equacd )
a equagao

ordem: equagio (6.34) abaixo. De fato, multiplicando-se
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(6.32) por 8 obtemos:
5 1hd 50 obek dave
09+(U"(Sen9]0'—‘0 = EE{(B ) — w aCObO:O‘ ‘633,
de onde se segue
(6.34)

%Gz(t) — w? cosO(t) = c.

onde a constante ¢ pode ser obtida a partir de valores de 0 ¢ 0 ¢
um dado instante to. Temos, assim, que toda solugao 6(t) de (6.32)
é também solugio de (6.34), com € escolhido adequadamente. A re.
ciproca é quase verdadeira: se 0(t) for solugao de (6.34), entao, por
derivagdo, obtemos a equagdo em (6.33), a qual implica que 0(t) ¢
solugdo de (6.32) ou 8 = 0. Neste ultimo caso, segue-se que 6(t) =
0, = constante, a qual s6 sera solugdo de (6.32) caso 6; = knm, k =
0,4+1,.... Observe, entretanto, que para qualquer constante
0,, 0(t) = 0, é solugao de (6.34) com ¢ = —w? cos 0. Conclusio:
as solugoes nao constantes de (6.32) e (6.34) sao as mesmas, e, como
ja sabemos que as unicas solugoes constantes de (6.32) sao 0(t) = kn,
k = 0,%1,..., o nosso estudo de (6.32) se reduz ao estudo de (6.34),
As solugdes constantes correspondem ao péndulo parado. Quando k
é par, o péndulo esta parado em sua posi¢ao mais baixa, essa posi¢ao
é estavel. Quando Kk é impar, o péndulo esta parado em sua posicio
mais alta e essa posigao é instavel.

Um paréntesis: A equacao (6.34) tem um significado fisico. Esco-
lhendo o potencial mgu, onde y é a ordenada da massa m, temos que
a energia do movimento é

1
E= zmez 0% — mgl cos 9,

e assim a equacao (6.34) expressa a lei da conservagao da energia.
No plano de fases (0, v), a equacao (6.32) se transforma no sis-
tema

0=
{ : Y (6.35)
V= —w? sen0,

20 85 o
to, a equagao (6.34) se torna
g portant™
—v-—w* cosO =c. o
. eira equagao em (6.35) serd importante para dar o sentidg =
o quando t varia.

" a curva é percorrida

Observemos, inicialmente, que a constante ¢ nao pode ser ar.
siraria. De fato, segue-se de (6.36) que ¢ > —w=, pois de outro modo-
: :

qu

%vzng cos 0 — w? = wz(cose —1)<0

oque implica v = 0 e O = k7, que sao as solugdes constantes de (6.32)

Se —w? < ¢ < w?, entdo, segue-se de (6.36) que

C
—w? cos0<c = cos0>— — > -1
w?

mostrando que, para cada curva solucao de (6.36), 8 varia num inter-
valo

2kt — 0o<0<2k7t + 69 S~

0<0y = arccos (———) < T

w=
Observando que, nos pontos extremos 8 = 2km+ 8, a equacdo (6.36)
implica v = 0, concluimos que, neste caso, as curvas solugoes de (6.36)
sio fechadas, tendo o aspecto de elipses. Fisicamente, 1sso corres-
ponde & oscilagao do péndulo em torno da posigio de equilibrio estavel:
ofendmeno poderia comegar com o deslocamento do péndulo para uma
posicao 6, 0 < O < 7, e ai ser abandonado.

A Se w? < ¢, entao, segue-se de (6.36) que v nunca se anula, pois
© c0s8+ ¢ > —w? + w? = 0. Logo (6.36) representa duas curvas

lmitadas
v(0) = +4/2(w?cos® + ¢

definidas para —o0 < @ < o0o. Fisicamente, isso correspondera a um
?"Ylmento de rota¢ao da massa em torno do ponto dg suspen.\i:ll 0
n0meno poderia ser originado por uma grande velocidade imaial.

‘__4
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Finalmente, se ¢ = w?, entdo (6.36) nos da
, 0

> 2 2
v- = 4w* cos >
-

que define duas curvas do tipo sendide, chamadas separatrizes ¢ i,
dicadas na figura 6.26 com um trago mais forte. Observe que essag
curvas passam através das solugoes constantes 0 = (2k + 1)7x, o que
€ uma indicagio de que a curva inteira nao € solugao de (6.32). (P,
qué?). De fato, mostraremos a seguir que

\'(GIZZLL)cos9 —n<0<

2

define uma solugao de (6.32) para todo t. [Um argumento semelhante
e valido para outros intervalos (2k — 1) < 8 < (2k + 1)m, e para
v(B) = —2w cos gl. Para ver isso, basta observar que, sendo 0 —
2w cos(0/2), o tempo necessario para a massa m ir da posigao 0 = ()
a posi¢ao 0 = é

7 de 1 /2
/o T :‘;/(; sec 0d0 = +o00.

4y

Figura 6.26

11) O periodo do péndulo nas grandes oscilagoes. Suponhamos que no
instante t = 0 o péndulo é deslocado de um dngulo 8y, —7t < 8, < 0,
e ai € abandonado, comeg¢ando assim o movimento. Logo 0(0) = 8, e
8(0) = 0, e conseqiientemente a constante ¢ = —«v? cos0y. Assim,
(6.34) se escreve como

82 = 2w?(cos 6 — cos Bo) (6.37)

Se¢30 - Aplicagges
jo onde podemos concluir o seguinte: a) cos@> c0s8y. oy
AN & Shen seja
8,<0<— 00, b) quando 0 = —05,entanf =0, Othovimento &
Wi ¥+ 9 ! = g D
:ndulo é periodico com amplitude |6o|. A equagao (6.37)¢ separével
. separave
er escrita como
e pode 8
de

v/2(cos 8 — cos B;) = d (6.37)

aqual é valida enquanto 6 for > 0, isto €, para 8,
integrando (6.37") obtemos

/" de
= wt.
R/ 2(coa 008 Og) & =

A expressdo no 12 membro de (6.38) é uma integral eliptica. Vamos
levd-la a uma forma mais conhecida. Inicialmente usamos a identi-

dade

<8<-6, Logo,

(6.38

76\. 16‘
cos 0 —cos By =2 (sen“ 7‘ — sen” ;)

“ &~

¢ a seguir, introduzindo a variavel ¢ definida por

0 0 7 T
sen ¢ sen%":senz, —;gq)sz
obtemos a partir de (6.38):
¢ d | 8
/ ¢ =wt, k=[sen—| (6.39)
0 1 —kZ2sen? ¢ | -
A funcéo
(6.40)

Fik ) = [ G oLl
X 0o V1 —kzsen:?)
¢ chamada a integral eliptica de 1° ordem (forma de Legendre). Pa:a
calcular o periodo do péndulo, usamos (6.39) com t = T/de & =7/=

(6.41)

T ats 4 /ﬁz dd) g
3 w Jo \m

Aintegral em (6.39) nao pode ser escrita em termos de fungdes elemen-
tares [ef. parte iii) abaixo], mas podemos calcula-la aproximadamente,
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usando o desenvolvimento binomial:
1 1-3 .
] =14 =k? sen”® ¢ + ——k* sen? ¢+

A2 12 sar2 2 2.4
] — k“sen= ¢ (6.42)

+]l3-5kﬁsen(’¢+...

2:4-6
Logo, para obter T integramos a série de poténcias em (6.42):
4 [respati (AN Semepn l~324 T f1-3-5\?
=—|=4+=(=) K+ |—) kK +5 )
i w[2+2(2) 5 +2(2-4) 2(2-4-6) k *J
e dai
¢ N KRRy S R
- = o < AT 18k e 6
ream/t i (3) e+ (53) W (358) e
] e 20
= |sen 3 |
(6.43)

que é a expressao correta para o periodo do péndulo, mostrando sua
dependéncia da amplitude. Vemos, pois, que mesmo para peque-
nas oscilagdes, o isocronismo é apenas aproximado: compare (6.31)

e (6.43). Assim, a expressao

T = Zn\/g{l + % sen> %’] (6.44)

é uma melhor aproximagao que (6.31); o erro percentual entre tomar

(6.31)ou (6.44) é

T—To 1 86 - ¢
T = 5 sen” =, onde To—ZT[\/;,

que, para 0y = 2°, da 0,000076147. Esse erro é desprezivel nas medi-
das correntes, mas se torna importante nas medidas de precisao, como
na determinagio de g. Um tal erro acumulado no decorrer de 1 dia
— 86400 segundos d4 6,58 segundos, que é um atrazo inadimissivel
para um bom Q...

iii) Integrais e fungdes elipticas. O leitor que viu a fungao (6.40)
pela primeira vez deve ter se perguntado por que a chamam eliptica.
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5e¢a0 6.6

para satisfazer essa curiosidade vamos contar um pequeno trecho de
Historia de Matematica. Integrais do tipo (6.40) apareceram durante
o século XVIII em prOblgmas de determinagio do comprimento de
algumas curvas. Em .par.'tlcular, no problema de retificacdo da elipse,
[retificar uma curva sxgmﬁca ?ssenc1almente achar seu comprimento),
daf 0 nome que essas integrais receberam. Vejamos qual é a integral

que obtemos 1o caso da retificacio da elipse:

x = a sen 0 y = —b cos 6, 0<0<2x, a>b.
4y
b
s »
a X
Figura 6.27

O vetor tangente a elipse em cada ponto €
7(0) = (acos 0, bsen8)

cujo modulo é
[t(8)] = \/aizcosze + b2sen? 0 = v a2 — (a2 — b?)sen? 8,
edai, lembrando que (a?— b2)/a? = e, ondecéa excentricidade da

elipse, obtemos
1(0)| = av/1 — e2sen?®.

Logo, 0 comprimento de arco da elipse entre g=0e0é
0 8 :
/ |T(9)|d9=a/ V1 — e2sen?0d0,
o 0

€dai, o comprimento da elipse é

27 ~
Lza/ \/T— eZsen? 0d6.
0

e — |




252  sistemas Auténomos no Plano

Cap. 5

A integral
¢
E(k,(b} = / \/] = klsenzd)d(b (6_45)
0

¢ chamada integral eliptica de 2° ordem (forma de Legendre),

Integrais do tipo (6.40) e (6.45) foram muito estudadas durante
seculo XVIII, particularmente por Legendre. Entretanto, os results.
dos mais profundos foram conseguidos por Abel e Jacobi, no comego do
século XIX. Antes de explicar o que esses dois grandes matematicos
fizeram, vamos escrever (6.40) e (6.45) na chamada forma de Jacobi,
usando a mudancga de variavel sen ¢ = x; assim (6.40) se torna

X

$ d
F k.x)=/ :
) ST (1) $5.45)

que € conhecida como integral eliptica de 1¢ ordem na forma de Jacobi,

e (6.45) se torna
7 4
Eq(kex) =/
0

conhecida como integral eliptica de 22 ordem na forma de Jacobi. A
constante 0 < k < 1 é o médulo da integral eliptica. Quando os
limites de integragao sdo ¢ = 71/2 e x = 1, dizemos que as integrais
sao completas.

1 — k2x2

1——)@_ (6.46)

Abel fez a seguinte observacgao: no caso extremo k — 0, ambas as
integrais elipticas em (6.45) e (6.46) se tornam

/" dx
—————— = arcsen X
0 I—Xz i

e o estudo da fungao inversa arco-seno é bastante facilitado pela con-
sideragao da fungao seno. Assim, ele se propés a estudar as inversas
de Fy e E; . Introduz-se a fungao

$=amu

que é definida por

Aplicacdes 753
Segho 6.6
guir se definem as fungoes elipticas:
Ase
snu = sen(amu),

cnu = cos(amu),

dnu=+v1— kZsnu.

série de propriedades das fungoes elipticas decorre imediata-
Un:,aoe da definicdo. E o mais fascinante é que as funcdes elipticas
me

tém o seu “7r". Observe que

7-[_/l dx
‘2——0 1 —x?

¢ que 271 é o periodo do seno e do cosseno. Agora, seja

1 dx
K= >3
/o V(1 —x2)(1 —k2x?)

Entdo, pode-se provar que ST u e cn U sao fungoes periddicas de perio-
do4K. Abel nao ficou ai. A teoria das funcoes complexas naquela <
tomava forma nas maos de Cauchy. Assim, informado da teoria de
Cauchy, ele estendeu sn u e cn u para valores complexp's t_ie i e
que elas eram fun¢bes meromorfas duplamente periodicas. Varios
dos resultados de Abel foram obtidos independentemente por Jacobi.
Na segunda metade do século XIX, Weierstrass e Hermite ﬁ?er:n?
contribui¢bes marcantes a teoria das funcoes elipticas. A m“‘_‘ﬁ -
fungdes elipticas ocupa hoje um lugar de destaque - Mate‘:la Ca:
e constitue um belo exemplo de uma teoria que surgiu de pro emt:;;
praticos. Em virtude de suas aplicacoes, as fungoes ehp;Cii’S a;;k s
tabeladas para varios valores de k e de x. Cf, por exemplo, Hill Book'
F. Emde, F. Losch, “Tables of Higher Functions”, McGraw
Company, New York (1960). _

problemas aplicados.

As fungbes elipticas aparecem em outros roblemas de
€omo por exemplo, em fenomenos de capilaridade, en;‘fw ¢ 00 pro-
freios mecanicos, no problema da forma da corda - tilinea sujeita
blema da eldstica (a curva assumida por um estrutura l:damos o livro
a forcas compressivas). Ao leitor interessado, reco FneforEngm*’e'S-'
de HW. Reddick e F.H. Miller, “Advanced Mathematics
John Wiley & Sons, New York (1960).
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iv) Péndulo livre com amortecimento. A equagao diferencial para o
movimento do péndulo simples com amortecimento € sem a acao de
forcas externas e:

0+ pd + w?sen 0 =0, (6.47)

onde supomos a for¢a resistiva proporcional a velocidade. Pode-se tra-
tar de modo analogo o caso de forga resistiva proporcional ao quadrado
da velocidade. A equagio (6.47) é equivalente ao sistema no plano de
fases:

0=v
: > (6.48)
v = —pv — w* sen 0.

As singularidades de (6.48) sdo (km,0), kK = 0,£1,£2,.... Vamos
determinar a natureza dessas singularidades. Primeiramente, consi-
deremos a origem; o sistema linear correspondente a (6.48) é

{9:\)
v = —w?0 — pv.

Os valores proprios sao dados por

—A 1
—w? —“A—p

(6.49)

=0 & AT ar=0,

cujo discriminante €
A= p.2 —4w?.

Assim teremos:

(i) Se u > 2w, os valores proprios sao reais, distintos e negativos,
o que implica que a origem € um ponto nodal estavel para o sistema
linear (6.49) e, consequentemente, para o sistema ndo linear (6.48)
também.

(ii) Sep = 2w, os valores proprios sao reais negativos e iguais. Logo,
a origem é um ponto nodal para o sistema linear (6.49). E neste caso,
podemos apenas afirmar que a origem ¢ um ponto nodal ou espiral
para o sistema nao linear (6.48).

(iii) Se p < 2w, os valores proprios sao complexos com parte real
negativa. Logo, a origem € um ponto espiral para ambos os sistemas
(6.49) e (6.48).

Aplicaces

segh 60

estudar as outras singularidades, desenvolvemos sen f em o
o ox sErie
4e Taylor na vizinhanga de

k7t : sen ® = (—1)(8 — k) + f(9)
onde i(0) = o(8 — k7). Logo (6.48) se escreve como
g=v
L 2 k
v=—w*(—1)%(0 — km) — uv + f(8)
¢ daf os valores proprios sao dados por

A 1

= 2 )k —
_w2(_])k _A__u 0 = A +M"( 1w —0‘

wjo discriminante é
A=p2—4(-1)*w

Logo, se k for impar, o discriminante é > 0, o que implica que os dois
auto-valores sdo reais e com sinais diferentes, e teremos entao que
(k7,0) é ponto de sela. Se k for par, o ponto singular (k7,0) tem o
mesmo tipo que (0, 0).

Vamos descrever o espaco de configuragoes no caso de U < 2w. Su-
ponha que 0 movimento se inicia em 8 = 0 com uma certa velocidade
v > 0. (a) Se essa velocidade v néo for muito grande, o péndulo
sobe até uma certa amplitude 01, onde a velocidade & zero. Ai ele
regressa, vindo até uma amplitude 8, (/82| < ), ondea velocidade
¢ zero, E assim temos um movimento oscilatorio amortecido. (b) Se 0
péndulo partir de A com velocidade inicial v, grande, 0 péndulo sobe
¢ a0 passar pela posi¢ao mais alta (B) ainda tem velocidade positiva.
Assim, 0 péndulo vem até a posigao 6 = 27, onde chega com veloc-
dade positiva. Caso esta wltima velocidade seja grande, repete-se 0
fendmeno; caso seja pequena teremos a situacdo descrita em (a). ()
Q‘Iue delimita “velocidade grande” de «yelocidade pequena” € 8 velo-
ddade critica v, , assim definida: caso ao péndulo seja impressa €ssd
v'e10cidade na posi¢ao mais baixa, ele se aproximaré assintptngammte
L€, quando t — oo) da posicao mais alta sem nunca a atingir.

____—

o
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Péndulo com Amortecimento

Figura 6.28

v) Sistemas hamiltonianos com um grau de liberdade. Ao estudar o
movimento do péndulo livre sem amortecimento, equagao (6.28) ou o

sistema (6.35), a expressao (6.36)

185 3
3\1‘ — W= cos 0

-

desempenhou um papel muito importante. Essa expressao (6.36), que
designamos por H(8,v), chama-se hamiltoniana do sistema (6.35).

Observe que (6.35) pode se escrever como

6=H,

que é um sistema hamiltoniano com um grau de liberdade. Sistemas

hamiltonianos com mais graus de liberdade aparecem na formulacao
lagrangiana da Mecdnica Classica.

Vamos generalizar, ligeiramente, a situagdo acima. Dado um

v =—Hp, (6.50)

sistema autonémo
y = g(x,y), (6.51)

uma funcao H: R* — R de classe C! é uma integral primeira de (6.51)
H: H(x,y) = ¢ Um

se as orbitas de (6.51) sdo curvas de nivel de
ponto (x,y) é critico para H se
HZ+HZ =o0.

x = f(x,y)

j0 6.6
se¢ Aplicagses

ma das fungoes implicitas, as curyas definid

1 {t1 ~ » Uelinidas
Hxy) = c_nos poptos nao criticos, sao regulares ¢ i uEor
remente, solugoes do sistema (6.51). Observe que uma curya i ] -
deH pode conter varias orbitas, se contiver pontos criticos i

Um sistema (6.51) é exato se

pelo teore

fx+9y=0. (6.52)

proposi¢ao. Todo sistema exato tem uma integral primeira H com o

p,-opn’edade

Hyzf e Ht:—g. |653)

[Neste caso, 8 integral H chama-se a hamiltoniana do sistemal

Demonstragio: A expressao (6.52) diz que o campo vetorial (—qg, f)
¢ fechado. Logo pela Proposi¢ao 3.15 da seccdo 3.3, esse campo ¢
gradiente; seja H(x,y) seu potencial. Entao, temos (6.53).

§62 O Modelo Predador-Presa de Volterra para a Dinamica de
puas Populacoes

Sejam x(t) a populagao de presas e y(t) a populagao de predadores.
Suponha que os meios de subsisténcia para as presas séo ilimita-
dos e que seu crescimento nao teria nenhum fator inibidor, nio fosse
a presenga dos predadores. Logo, caso ndo houvesse predadores, a
populagdo de presas cresceria de acordo com a lei de crescimento expo-
nencial X = ax, onde a > 0 é uma constante. Entretanto, a presen¢a
dos predadores afeta esse crescimento: supoe-se que a taxa de cres-
amento da populagao x diminue linearmente quando a populagdo Y
aumenta. Assim, temos

x_-__(a_by'lX, (6.54)

onde b > 0 é uma constante.
dadores se alimentam exclusiva-

Por outro lado, supomos que 0s pre g
mente das presas, e que sem elas, a espécie desaparecernd. Entdo,
sem presas, a populagao y decresceria de acordo com a lei exp?ncn.
cal y = —cy, onde ¢ > 0 é uma constante. Entretanto, & pminia
de presas modifica essa situagao: supoe-se que @ e d-e cresmmt?:
da populagdo y aumente linearmente quando a populagac™ e
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Assim temos
Yy = (—c + dx)y, (6.55)

onde d > 0 é uma constante.

Podemos justificar a introdugdo dos termos —bxy e +dxy nas
equagdes de crescimento das populagoes x e Y do seguinte modo. O
numero de encontros entre individuos das duas espécies num inter-
valo unitario de tempo é proporcional a xy: digamos que seja igual
a axy. Esses encontros resultam negativos para as presas; digamos
que a populagdo x diminue de 3 membros para cada N encontros
Logo, a populagao x diminue de

B - ye
— axy = bxy
n

membros por unidade de tempo. De modo analogo, esses encontros
resultam benéficos para os predadores; digamos que a populagéo y
aumenta de 32 membros para cada n encontros. Logo, a populacgéo y
aumenta de 8

%

—axy = dxy
n

membros por unidade de tempo. O coeficiente b mede a suscepti-
bilidade da espécie x as acoes predatoérias, e o coeficiente d mede a
habilidade predatéria da espécie y.

Vamos estudar as solugoes (6rbitas) de (6.54)-(6.55) no plano
(x,y). Inicialmente vemos que ha duas singularidades: (0,0) e
(c/d, a/b). Esses pontos sao as populagoes de equilibrio. E o campo
vetorial dado pelos segundos membros das equagoes tem o aspecto da
figura abaixo

vt

< A
a/b 3 1
v
v >
\ 4
>
>
>
c/d X
Figura 6.29

r——'

ﬁ
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para determinar a natureza dessas singularidades, utilizemo
- “ e 08 a8

aproximﬂf"’“s lineares. No caso de (0,0}, o sistema line

: ar correspon-
dente €

X = ax Yy=—Ccy

e mostra que a origem € um ponto de sela. Para a outra singula

A s ST
ridade, fazemos a mudanca de variaveis
= a

Abe= 0= v=y-<

¢ obtemos 0 sistema
(g i)
cuja parte linear é
be ad
Tk (6.56)

u=——y =
d b

Segue-se pois, que (c/d,a/b) é um centro para o sistema linear, e
consequentemente seria um centro ou um ponto espiral para o sis-
tema nao linear. Mostraremos mais abaixo que se trata realmente de
um centro. As equagoes (6.56) podem ser integradas e conduzem as
expressoes

2,,2 2t 1k

ad*u® 4+ bcv- =k

que sao elipses com centro em (c/d, a/b). Portanto, em uma primeira
aproximagdo, as orbitas de (6.54)-(6.55) tém a forma de elipses na
vizinhang¢a do ponto singular (¢/d, a/b).

Para obter as 6rbitas do sistema (6.54)-(6.55), vamos escrevé-lo
na forma de uma equagao separavel no plano (x,u):

e ——

a—by , ¢ — dx
=
U ;
a qual pode ser integrada imediatamente

alny — by = —clnx+dx+ nK

ou seja

—C dXx
g“‘c' b\-'.—;KX tC
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(1)

(1) A fun¢ao w tem

K(

(in

(1v) Se a 6rbita é difere
gualdades acima ¢ estrita.

Sistemas Autonomos no Plano Cap. ¢

onde a constante K pode ser obtida em funcdo de dados iniciais X0, Yo:

buo,

€ d\g‘

K=vyoxge (6.58)

Nem y, nem x podem ser explicitados em termos de fungées ele
tares na equagao (6.57). Para se ter uma idéia da curva repre
por (6.57), vamos usar um método grafico devido a Volterra,
a apresentacao de G.F. Simmons. Introduzimos duas novas

men-
sentada
Seguimos
variaveis

e yuc by w = Kx ccd\ (6.59)

€ tracamos seus graficos nos quadrantes (y,z) e (x,w) da figura

abaixo.
>/ AV
A, Q;
a/b S
B P' . P
« Ay d F\I ”
z ¢/d v
A, A
G
L75 B B,
v
Figura 6.30

Fazemos as seguintes observacées:
A funcdo z tem um MAaximo no ponto Yy=a/beaiz,,,

= (a/be)®.
Um minimo no ponto x —

de/c)c. = ¢/d e ai w

min

) Afirmamos que Wmin S Zmax - De fato, usando (6.58) obtemos

wmm‘\;KXO = Cdlo — ygc 'hllg‘gzm‘u :

—;_;

Aplicacoes
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nstruca rafic SUT 3 rbita é uma curva
A 5(‘[!1“

fechada:

mos de W a curva w(x), Zacurvaz(y)eL areta bissetriz
Chame

w w), 1sto é, o grafico da fungdo z = w

4o quadrante (Z,
to Ay da curva W tracamos uma paralela ao semi-eixo
() Led pet a reta L, em A;. Dai uma paralela ao semi-eixo y
x até encontrﬂr: curva Z em dois pontos A3 e As. As retas paralelas
até encon,war : assando por A3 e Aj interseccionam a reta passando
< :l:l‘z;ao semi-eixo Y em dois pontos Q; e Q. Esses dois
% :(\)s‘ zé,;aor; pontos extremos da orbita na diregao y.
pon

5 Pelo ponto By da curva Z tragcamos uma paralela ao semi-eixo y
. reta L, em B,. Dai uma paralela ao semi-eixo x até
el E:'va w <;m doig pontos B3 e By . As retas paralelas ao
B e c::ssando por B3 e B4 interseccionam a reta passando por
;n::;::lgl: a0 semi-e1xo x em dois pontos Py e P;. Esses pontos sdo
os extremos da 6rbita na direcao x.

(iv) Para obter outros pontos da érbita, comecamos com vqualquer’
ponto C; na reta L entre A; e B;, e procedendo como em (11) ou (11
obtemos quatro pontos da orbita.

Conclusiao. As populacgoes de predadores e presas oscilam pcn.od;c)i;
mente. Observe que a curva nao € necessanamenfc‘s' sxmot:':c:.0 -
relagdo ao eixo x = ¢/d ou ao eixoy = a/b. Ab'.ﬁlm 0 espag
configuracoes tem o aspecto indicado na figura abaixo

Ay

|
|
. [ | | =
|
|

c/d

Figura 6.31

N

(2]
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Periodos dos ciclos. Vamos obter ess
pPequenas fluty

Vimos acima, o

es periodos para situagbes de
acoes em torno da singularidade (c/d, a/b). Comg
s ciclos sao aproximadamente elipses. Vamos, porém
escrevé-las em coordenadas paramétricas. As equacdes (6.56) nos dao:

U+acu=0 e v+acv=0,

que sao equacdes do ti

po do oscilador harménico estudadas na secgio
45. L

0go, a solugao da primeira equacao pode ser expressa como
u(t)chos(\/uct+a) (6.60)

onde L e « sdo constantes. Dai:

V(t) = Lsen(yact + a). (6.61)
Logo, o periodo independe da amplitude L (desde que ela nao seja
“grande”) e é igual a
Tarray (6.62)
=y ;
que € a le:r do isocronismo das pequenas flutuacées. Como se vé o
periodo depende apenas das taxas de crescimento das populacées. In-

troduzimos, agora, a nogao de meia-vida de uma espécie, cujo cresci-
mento é regido pela lei exponencial. Suponha que as populagoes x(t)

e y(t) sao dadas por

x(t) =x0e®" e y(t) =yge .

Entao, as meias-vidas t; e t; sdo definidas como as solucoes das

equacoes
ZXo = XQC‘"' e yo/Z = 1_,]()€.ctz
ou seja
n2 n2
ti=— e t2 = —.
a C

Portanto, o periodo T do ciclo pode ser dada pela expressio

2/t ts

S

=9 06V t;.

Segho 6.6

Apllcapée;

populacdes Médias. As equacoes (6.54) e (6.55) podem ser escritas
nas formas abaixo

d b e 4 y trar
d_t(tnx)_a by dt(fnyl—-c+dx.

[ntegrando essas equacoes entre dois valores de t, t' e t”. obtemos

X(t”) " ' o
In——=aqalt"—t')—b | y(t)dt,

x(t’) t/

y(t") 7 ! F
n——=—c{t"—t)+d x(t) dt.

y(t’) t

Set” —t’ = T obtemos:
T

S a 1 / C
— = - t dt —_—— ‘663‘
T/og(t)dt 5 T ox() 3

As expressoes nos primeiros membros de (6.63) sio as populagies
médias de cada espécie. Interpretemos (6.63).

Inicialmente, temos a lei de conservagao das populagées .médxas: ess:is
populagdes médias permanecem constantes se os coeficientes de Cr:a—
cimento a das presas, de declinio ¢ dos predadores, de defesa tl\ as
presas e de agressao d dos predadores permanecem consufntes. @ se-
guir, analisemos o problema de perturba;ées das populacoes mg _za[\:;
As expressoes (6.63) nos dizem que, mantidos constantes os coe: ('.‘c?e;
tes b e d, uma destrui¢ao uniforme de membros c_las'duas e:pema;
beneficia as presas. De fato, destru_ir predadores significa aume

¢ e destruir presas significa diminuir a.

Os resultados que acabamos de descre.ver sao devxd'oszi 2 V 0?;’){":;
foram desenvolvidos para explicar um fenon}epo obse.n‘ :s cap:turados
cona, relativo a percentagem de peixes de varias esz:ll st
no Adriatico, durante e ap6s a primeira guerra munhav%a aumentado
vado era que a percentagem de peixes predadores
durante a guerra. A explicagao foi dat?a
de que a diminui¢do da pesca no periodo
mente que beneficiar os predadores, no se
média destes cresceria mais rapidamente que &
presas.

por Volterra, com 0 argumento
da guerra tinha necessana-
ntido de que 8 po’;)glacao
populagéo média das

263




264 Sistemas Auténomos no Plano Cap. 6

Um problema semelhante ocorre no uso de 1nseticidas, que ma-
tam indiscriminadamente insetos predadores e Insetos presas; e se
sao estes que causam danos as plantagoes, o uso do inseticida pode

ser negativo




