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Planejamento e Aprendizado por Reforço

‚ Value Iteration e Policy Iteration (operador de Bellman em
todos estados)

‚ LAO* e LRTDP (operador de Bellman em estados alcançáveis)

‚ Monte Carlo Tree Search (amostragem das transições)

‚ Q-Learning e Sarsa(λ) Tabular (Programação Dinâmica Es-
tocástica)

‚ Q-Learning e Sarsa(λ) Aproximado (Estados e Ações contı́nuas)
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Problema 1: Qualidade da Polı́tica

‚ Avaliação de Polı́ticas

V πpsq “ E

«

8
ÿ

t“0

γtrt|π, s0 “ s

ff

‚ Value-Based RL

min
θ

Es„η

»

–

˜

V πps; θq ´
8
ÿ

t“0

γtrt

¸2

|π, s0 “ s

fi

fl

min
θ

Es„η
”

prt ` γV
πpst`1; θq ´ V πpst; θqq

2
|π, s0 “ s

ı

‚ Qualidade das Polı́ticas

Qps, a; θq Ñ pπ˚ Ñ V pπ˚ “?
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Problema 2: Operador de Maximização

‚ Agindo de forma gulosa

at Ð max
a

Qpst, a; θq

‚ Custo para ações discretas: |A| ˆ custo de acesso aQpst, a; θq

‚ Custo para ações contı́nuas

– como maximizar Qpst, a; θq?

– problema de otimização

– depende da classe de funções Qpst, a; θq

– envolve alguma busca
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Ponto-Fixo e Gradiente Ascendente

Definition. 1 (Equação de Ponto-Fixo). Dada uma função g :
Rd Ñ R contı́nua e diferenciável. Considere que exista uma
contração G : Rd Ñ Rd tal que:

∇xgpx
ptqq “ 0ô Gpxq “ x.

O método do Ponto-Fixo itera nos valores xptq seguindo:

xpt`1q “ Gpxptqq.

Definition. 2 (Método do Gradiente Ascendente). O método do
gradiente Ascendente itera nos valores xptq seguindo:

xpt`1q “ xptq ` βptq∇xgpx
ptqq.

Se α for bem escolhido e existir um ponto de máximo local, o
operador acima é uma contração.
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Stochastic Approximation

Seja Hpy|xq “ PrpYx ď yq uma famı́lia de funções distribuição
de probabilidade que correspondem a valores x P R. Defina:

Mpxq “ ErYxs “
ż 8

´8

y dHpy|xq.

Considere que se possa obter amostras de Yx para x arbitrários.
Deseja-se encontrar θ tal que:

Mpθq “ β.

Dado um x0 arbitrário, Robbins e Monro propõem o seguinte
método:

xt`1 Ð xt ` αtpβ ´ ytq
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Problema de RL

Agente Ambiente

observa s

executa a

recebe r

Processo: em cada tempo t

‚ agente observa estado st
‚ agente escolhe ação at e atua no ambiente
‚ agente recebe recompensa rt (potencialmente estocástica)
‚ ambiente transita para um novo estado st`1 (potencialmente

estocástica e dependente de st e at)
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Policy Search

‚ Model-Based

T̂ ps, a, s1q, R̂ps, aq ñ Q̂ps, aq ñ πpsq

‚ Value-Based

Q̂ps, aq ñ πpsq

‚ Policy Search: busca direta no espaço de polı́ticas proba-
bilı́stica

π : S ˆAÑ r0,1s
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Policy Search

Ideia geral:

1. escolhe modelo de polı́tica probabilı́stica parametrizada por
θ P Rd

2. defina avaliador Jpθq da polı́tica πθ

3. escolha θ0 tal que πθps, aq ą 0 para todo par ps, aq

4. itere sobre:

θt`1 “ θt ` αt∇θJpθtq
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Avaliando uma Polı́tica

Lembre-se que:

V πpsq “ E

«

T
ÿ

t“0

γtrt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s0 “ s, π

ff

“
ÿ

aPA
πps, aq

˜

Rps, aq ` γ
ÿ

s1PS
T ps, a, s1qV πps1q

¸

“
ÿ

aPA
πps, aqQπps, aq

Considerando uma distribuição η0 : S Ñ r0,1s sobre estados
iniciais, podemos avaliar uma polı́tica como:

Jpθq “
ÿ

sPS
η0psqV

πθpsq
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Gradiente de uma Polı́tica

Pode-se demonstrar que:

∇θJpθq “

8
ÿ

t“0

ÿ

sPS
γtPrpst “ s|η0, πq

ÿ

aPA
∇θπθps, aqQ

πθps, aq

“

8
ÿ

t“0

γtEst,at„πθ,η0

„

Vt
∇θπθpst, atq

πθpst, atq



“

8
ÿ

t“0

γtEst,at„πθ,η0 rVt∇θ logπθpst, atqs

onde Vt “
8
ÿ

k“t

γk´trk é a recompensa acumulada descontada

a partir do tempo t.
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Algoritmo REINFORCE

1. Inicialize θ arbitrariamente
2. Repita para todo episódio:

(a) gere um episódio s0, a0, r0, . . . , sT , aT , rT se-
guindo a polı́tica πθ

(b) para cada tempo t “ 0,1, . . . , T , faça:

i. V Ð
T
ÿ

k“t

γk´trk

ii. θ Ð θ ` αtγ
tV∇θ logπθpst, atq

12



Distribuição de Boltzman (Softmax)

Considere uma função H : S ˆ A Ñ R, pode-se construir a
seguinte polı́tica probabilı́stica:

πps, aq “
eτHps,aq

ř

a1PA e
τHps,a1q

,

onde τ é o parâmetro de temperatura. Se τ “ 0, temos uma
distribuição uniforme.

Considere que θ P R|S|ˆ|A| e que θs,a “ Hps, aq, temos que:

B logπθpst, atq

Bθs,a
“

$

&

%

τ ´ τπps, aq , se a “ at e s “ st
´τπps, aq , se a ‰ at e s “ st
0 , caso contrário
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Distribuição de Boltzman (Softmax)

Considere d funções bases fi : S ˆA Ñ R e θ P Rd. Pode-se
construir a seguinte polı́tica probabilı́stica:

πps, aq “
exppτ

řd
i“1 fips, aqθiq

ř

a1PA exppτ
řd
i“1 fips, a

1qθiq
,

onde τ é o parâmetro de temperatura.

Temos que:

B logπθpst, atq

Bθi
“ τfipst, atq ´ τ

ÿ

a1PA
fipst, a

1qπps, a1q
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Distribuição Normal

Como considerar problemas quando ação é contı́nua?

Exemplo: Distribuição Normal

πθps, aq “
1

σps, θq
?

2π
exp

ˆ

´
pa´ µps, θqq2

2σps, θq2

˙

Pode-se considerar, por exemplo:

µps, θq “
d
ÿ

i“1

fips, aqθµ,i

e

σps, θq “
d
ÿ

i“1

fips, aqθσ,i
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REINFORCE com Baseline

Considere uma função b : S Ñ R, temos que:
ÿ

aPA
bpsq∇θπθps, aq “ bpsq∇θ

ÿ

aPA
πθps, aq “ bpsq∇θ1 “ 0

Portanto:

∇θJpθq “

8
ÿ

t“0

ÿ

sPS
γtPrpst “ s|η0, πq

ÿ

aPA
∇θπθps, aqpQ

πθps, aq ´ bpsqq

“

8
ÿ

t“0

γtEst,at„πθ,η0 rpVt ´ bpstqq∇θ logπθpst, atqs

Se bpsq é escolhido apropriadamente, pode-se diminuir a variância
do gradiente. Usualmente estima-se:

bpsq “ V πθpsq
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Algoritmo REINFORCE com Baseline

1. Inicialize θ e bpsq arbitrariamente
2. Repita para todo episódio:

(a) gere um episódio s0, a0, r0, . . . , sT , aT , rT se-
guindo a polı́tica πθ

(b) para cada tempo t “ 0,1, . . . , T , faça:

i. V Ð
T
ÿ

k“t

γk´trk

ii. δ Ð V ´ bpstq

iii. bpstq Ð bpstq ` βtδ

iv. θ Ð θ ` αtγ
tδ∇θ logπθpst, atq
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Actor-Critic

Lembre-se que ∇θJpθq depende de Qπθps, aq.

O algoritmo REINFORCE utiliza Monte-Carlo e considera ape-
nas amostras de Vt „ Qπθpst, atq.

Pode-se utilizar o algoritmo TD(0) e substituir Vt por rt`γV πpst`1q.

A polı́tica πθ é um actor, enquanto, nesse caso, o algoritmo
TD(0) seria um critic.
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Algoritmo Actor-Critic com TD(0)

1. Inicialize θ e bpsq arbitrariamente
2. Repita para todo episódio:

(a) gere um episódio s0, a0, r0, . . . , sT , aT , rT se-
guindo a polı́tica πθ

(b) para cada tempo t “ 0,1, . . . , T , faça:
i. δ Ð rt ` γV pst`1q ´ V pstq

ii. V pstq Ð V pstq ` βtδ

iii. θ Ð θ ` αtγ
tδ∇θ logπθpst, atq
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Variações

Nas versões com TD(0) e baseline foram apresentadas versões
sem aproximações, mas obviamente aproximações também po-
dem ser utilizadas para essas funções.

O algoritmo REINFORCE é a versão Monte-Carlo de Policy
Search. Pode-se construir uma versão Actor-Critic com TD(λ)
também.
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Policy Iteration

Ideia:

‚ avaliação: executa N episódios com a mesma polı́tica πθ

‚ melhoria: resolve algum problema de otimização

Exemplos:

‚ Cross-Entropy

‚ Trusted Region

21



Cross Entropy Method

Ideia:

‚ executa N episódios com a mesma polı́tica πθ

‚ escolhe os ρ% melhores episódios

‚ otimiza πθ para apresentar a menor cross entropy

Cross Entropy para duas distribuição p e q é dada por:

Hpp, qq “ Epr´ log qs “ ´
ÿ

ppxq log qpxq
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Cross Entropy Method

Avaliação: cada episódio i é avaliado por:

V i “

Ti
ÿ

t“0

γtrit

Melhoria: considere Iρ como o conjunto dos ρ% melhores episódios
e faça

θ “ arg max
θ̃

ÿ

iPIρ

Ti
ÿ

t“0

logπθ̃ps
i
t, a

i
tq
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Trusted Region Optimization Policy

Considere ηpsq a esperança da quantidade de ocorrências des-
contada do estado s, isto é,

ηπpsq “ Est„π,η0

«

8
ÿ

t“0

γt1st“s

ff

“

8
ÿ

t“0

γtPrpst “ s|η0, πq

onde 1st“s é a função indicadora para a condição st “ s.

Considere Aπps, aq como a vantagem de aplicar a ação a no
lugar da ação indicada por π, isto é,

Aπps, aq “ Qπps, aq ´ V πpsq
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Trusted Region Optimization Policy

Pode-se provar que:

Jpθ̃q “ Jpθq `
ÿ

sPS
ηπθ̃psq

ÿ

aPA
πθ̃ps, aqAθps, aq

Considere a aproximação considerando amostragem em πθ:

Lθpθ̃q “ Jpθq `
ÿ

sPS
ηπθpsq

ÿ

aPA
πθ̃ps, aqAθps, aq

Seja θ˚ tal que Lθpθ
˚q ą Lθpθq, então, existe α P p0,1s tal que:

Jpp1´ αqθ ` αθ˚q ą Jpθq
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Trusted Region Optimization Policy
Theorem. 3. Seja ε “ max

s,a
|Aθps, aq|, então o seguinte limite

existe:

Jpθ̃q ě Lθpθ̃q ´
4εγ

p1´ γq2
max
s

DKLpπθps, ¨q ‖ πθ̃ps, ¨qq “ J̃θpθ̃q

ondeDKLpp ‖ qq “ ´
ÿ

i

ppiq log
qpiq

ppiq
é a divergência de Kullback-

Leibler.

Dessa forma, dado uma polı́tica inicial πθ0
, pode-se resolver o

seguinte problema:

θt`1 “ arg max
θ̃PRd

J̃θtpθ̃q
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Trusted Region Optimization Policy

O algoritmo TRPO resolve estocasticamente uma aproximação
do problema anterior.

Considere:

D̄
η
KLpθ1, θ2q “

ηpsq
ř

s1PS ηps
1q
DKLpπθ1

ps, ¨q ‖ πθ2
ps, ¨qq

Escolha um delimitador de região δ ą 0 e resolva o seguinte
problema:

max
θ

Lθoldpθq

sujeito a D̄
ηθold
KL pθold, θq ď δ
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Trusted Region Optimization Policy

Maximizar Lθoldpθq é equivalente a maximizar:
ÿ

sPS
η
πθoldpsq

ÿ

aPA
πθps, aqQθoldps, aq

Colocando no formato de esperança, temos:

max
θ

Es,a„πθold

«

πθps, aq

πθoldps, aq
Qθoldps, aq

ff

sujeito a Es,a„πθold
“

DKLpπθold ‖ πθq
‰

ď δ
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Relatório 2 - Reinforcement Learning

‚ Implementar pelo menos três algoritmos:

– value-based
– policy search
– sample efficient

‚ utilizar o AI Gym (gym.openai.com)

‚ testá-lo no ambiente de Cart-Pole
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Relatório 2 - Reinforcement Learning

‚ considere avaliar primeiro as implementações dos algorit-
mos em um ambiente discreto

‚ os algoritmos não precisam se restringir aos vistos em sala
de aula

‚ pode aproveitar implementações prontas (paperswithcode.com)

‚ data de entrega: 6 de Julho
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