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𝜿 𝒙 =
𝟏

𝝆 𝒙
 

Flexão de uma viga       deflexão vertical + rotação 

𝜿 =
𝒅𝜽 

𝒅𝒔
 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= tan 𝜃 

𝑑
v 

𝜃 

𝑑𝑣

𝑑𝑠
= sin 𝜃 

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos 𝜃 

Variação da inclinação por 
unidade  de comprimento 

𝑑𝑥 

very small angles of rotation, very small 
deflections, and very small curvatures. 

𝑀(𝑥) 

EI
=

𝒅𝜽 

𝒅𝒙
 

𝑴(𝒙) 

𝐄𝐈
=

𝒅𝟐𝒗 𝒙

𝒅𝒙𝟐
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Exemplo 2: Determine a curva elástica para a viga 
biapoiada mostrada na figura. Quais são os valores da 
deflexão e rotação  em x=L/2 ?. 
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1) Cálculo das Reações 

D.C.L 

𝐶𝑌𝐿 =
𝑤0𝐿

2

𝐿

4
 

𝐶𝑌 =
𝑤0𝐿

8
 𝐴𝑌 =

3𝑤0𝐿

8
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2) Diagramas de corpo livre 

D.C.L 

0 <= x < L/2 
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2) Diagramas de corpo livre 

D.C.L 

L/2 < x <= L 
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3) Equações Momento-curvatura 

L/2 < x <= L 

0 <= x < L/2 

𝐸𝐼 
𝑑2𝑣 𝑥

𝑑𝑥2
=

3𝑤0𝐿

8
𝑥 −

𝑤0

2
𝑥2 

𝐸𝐼 
𝑑2𝑣 𝑥

𝑑𝑥2
=

𝑤0𝐿

8
𝐿 − 𝑥  

𝐸𝐼 
𝑑

𝑑𝑥
𝑣 𝑥 =

3𝑤0𝐿

16
𝑥2 −

𝑤0

6
𝑥3 + 𝐶1 

𝐸𝐼𝑣1 𝑥 =
𝑤0𝐿

16
𝑥3 −

𝑤0

24
𝑥4 + 𝐶1𝑥 + 𝐷1 

𝐸𝐼 
𝑑𝑣 𝑥

𝑑𝑥
= −

𝑤0𝐿

16
𝐿 − 𝑥 2 + 𝐶2 

𝐸𝐼𝑣2 𝑥 =
𝑤0𝐿

48
𝐿 − 𝑥 3 + 𝐶2𝑥 + 𝐷2 
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3) Condições de contorno 

L/2 < x <= L 

0 <= x < L/2 

𝐸𝐼𝑣1 0 =
𝑤0𝐿

16
02 −

𝑤0

24
04 + 𝐶10 + 𝐷1 

𝐸𝐼𝑣2 0 =
𝑤0𝐿

48
𝐿 − 𝐿 3 + 𝐶2𝐿 + 𝐷2 

𝑣1 0 = 0 

0 = 𝐷1 

𝑣2 𝐿 = 0 

0= 𝐶2𝐿 + 𝐷2 
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3) Condições de contorno (continuidade em x =L/2) 

𝑤0𝐿

16

𝐿

2

3

−
𝑤0

24

𝐿

2

4

+ 𝐶1

𝐿

2
=

𝑤0𝐿

48
𝐿 −

𝐿

2

3

+ 𝐶2

𝐿

2
+ 𝐷2 

𝑑

𝑑𝑥
𝑣1 𝐿/2 =

𝑑

𝑑𝑥
𝑣2 𝐿/2  

𝑣1 𝐿/2 = 𝑣2 𝐿/2  

3𝑤0𝐿

16

𝐿

2

2

−
𝑤0

6

𝐿

2

3

+ 𝐶1 = −
𝑤0𝐿

16
𝐿 −

𝐿

2

2

+ 𝐶2 

 

𝐶1 − 𝐶2 = −
𝑤0𝐿3

64
−

3𝑤0𝐿3

64
+

𝑤0𝐿3

48
 

 

𝐶1 − 𝐶2 = −
𝑤0𝐿3

16
+

𝑤0𝐿3

48
= −

𝑤0𝐿3

24
 

 

𝐶1

𝐿

2
− 𝐶2

𝐿

2
=

2𝑤0𝐿4

384
−

𝑤0𝐿4

128
+ 𝐷2 

𝐶1

𝐿

2
− 𝐶2

𝐿

2
= −

𝑤0𝐿4

384
+ 𝐷2 
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3) Condições de contorno (continuidade em x =L/2) 

𝑑

𝑑𝑥
𝑣1 𝐿/2 =

𝑑

𝑑𝑥
𝑣2 𝐿/2  𝑣1 𝐿/2 = 𝑣2 𝐿/2  

𝐶1 − 𝐶2 = −
𝑤0𝐿3

24
 

 

𝐶1

𝐿

2
− 𝐶2

𝐿

2
= −

𝑤0𝐿4

384
+ 𝐷2 

0= 𝐶2𝐿 + 𝐷2 

𝑣1 0 = 0 𝑣2 𝐿 = 0 
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3) SOLUÇÃO 

L/2 < x <= L 

0 <= x < L/2 

𝐸𝐼𝑣1 𝑥 =
𝑤0𝐿

16
𝑥3 −

𝑤0

24
𝑥4 −

9𝑤0𝐿3

384
𝑥 

𝐸𝐼𝑣2 𝑥 =
𝑤0𝐿

48
𝐿 − 𝑥 3 +

7𝑤0𝐿3

384
𝑥 −

7𝑤0𝐿4

384
 

𝑣1 𝑥 =
𝑤0𝐿4

384𝐸𝐼
24

𝑥

𝐿

3

− 16
𝑥

𝐿

4

− 9
𝑥

𝐿
 

ADIMENSIONAL!!! 

𝑣2 𝑥 =
𝑤0𝐿4

384𝐸𝐼
1 − 8

𝑥

𝐿

3

+ 24
𝑥

𝐿

2

− 17
𝑥

𝐿
 

ADIMENSIONAL!!! 
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3) MÁXIMA DEFLEXÃO 

0 <= x < L/2 

𝑑

𝑑𝑥
𝑣1 𝑥 =

𝑤0𝐿
4

384𝐸𝐼
24 × 3

𝑥

𝐿

2

− 16 × 4
𝑥

𝐿

3

−
9

𝐿
= 0 

𝑑

𝑑𝑥
𝑣1 𝑥 =0 𝑣1 𝑥 =

𝑤0𝐿4

384𝐸𝐼
24

𝑥

𝐿

3

− 16
𝑥

𝐿

4

− 9
𝑥

𝐿
 

24 × 3
𝑥

𝐿

2

− 16 × 4
𝑥

𝐿

3

−
9

𝐿
= 0 

𝑥 = 0.46𝐿 
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3) MÁXIMA DEFLEXÃO 

0 <= x < L/2 

𝑣1 𝑥 =
𝑤0𝐿4

384𝐸𝐼
24

𝑥

𝐿

3

− 16
𝑥

𝐿

4

− 9
𝑥

𝐿
 

𝑥 = 0.46𝐿 

𝑣1 0.46𝐿 = 6.56 × 10−6
𝑤0𝐿4

𝐸𝐼
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