Aplicacoes de Derivadas



Introducao

* Existe uma relacao entre a(s) derivada(s) de uma funcao e seu
comportamento
* Crescente/decrescente
 PMAX/PMIN (local ou global?)
* Inflexdes (concavidades para cima/baixo)
* Etc...

* A(s) derivada(s) descrevem precisamente o comportamento de
qualquer funcao
* Sera que isso tem importancia na pratica?
* Pergunte a um analista (sério) de mercado...



Introducao Pto. Max

Crescente

Pto. Inflexao

f(x)=x3—x

Decrescente Pto. Min




Derivadas de Ordem Superior (3.5)

* A derivada f' de uma fun¢ao também é uma fungao e pode ou nao ser
diferenciavel em um ponto

* A derivada de uma derivada é chamada de derivada segunda. Notacao
« f(x)
° y))
d?y
dx?

* Evidentemente, também é possivel existir a terceira, quarta, ..., e-nézima

* Por exemplo, determine as derivadas de todas as ordens para
e f(x) =x>—3x*+4x3—2x>+x—8



Derivadas de Ordem Superior (3.5)

* Encontre a primeira e segunda derivadas das seguintes
funcoes

* f(x) = (x*+2)°
c fx) = —=

2x+1
s f(x) =+V2x—1

* Ta... Mas para o que serve isso?!?1?1?1?1



Derivadas de Ordem Superior (3.5)

*Velocidade vs. Aceleracao

* A distancia em pés percorrida por um veiculo apos t
segundos é de

s = —t3 + 8t% + 20t (0<t<12)

Lembrando, a taxa que expressa deslocamento sobre o
tempo € uma grandeza denominada velocidade

Vamos ver o grafico dessa funcao...



Mas essa velocidade é constante?

f'(x) resulta na Esta aumentando (acelerando)?

velocidade Ou esta reduzindo (freando)?
instantanea em

cada x



Derivadas de Ordem Superior (3.5)

*Velocidade vs. Aceleracao

* A distancia em pés percorrida por um veiculo apos t
segundos é de

s=f(t) =—t3+8t*+ 20t (0<t<6)

* Calcule f(t) de décimo em décimo entre 2 e 3 segundos
* Algo chama sua atencao?



Derivadas de Ordem Superior (3.5)
ot fO=-t+82+20t f(e)-f(t)

2 64

3,979

=

2,1 68,019 ax 4,019
2,2 72,072  a 4,053
2,3 76,153 @ 4,081
2,4 80,256 @ 4,103
2,5 384,375 ax 4,119
2,6 88,504 @ 4,129
2,7 92,637 @ 4,133
2,8 96,768 . 4,131
2,9 100,891 . 4,123

3 105 ¥ 4,109



Derivadas de Ordem Superior (3.5)

*Velocidade vs. Aceleracao
* A distancia em pés percorrida por um veiculo apos t
segundos é de
s = —t3 + 8t% + 20t (0<t<6)
* Encontre a expressao que representa a velocidade

instantanea em cada ponto do dominio...
* O que acontece a partir de = 2,7 segundos?



Derivadas de Ordem Superior (3.5)
.t PO=-3t2+16t+20 f(t) - f(t)

2 40 0,43

2,1 40,37 0,37
2,2 40,68 0,31
2,3 40,93 0,25
2,4 41,12 0,19
2,5 41,25 0,13
2,6 41,32 0,07
2,7 41,33 0,01
2,8 41,28 -0,05
2,9 41,17 0,11

3 41 -0,17
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Derivadas de Ordem Superior (3.5)

*Velocidade vs. Aceleracao

* A distancia em pés percorrida por um veiculo apos t
segundos é de

s = —t3 + 8t% + 20t (0<t<6)
* Encontre a expressao que representa a aceleracao do
veiculo

* O que acontece a partir de = 2,7 segundos?



Derivadas de Ordem Superior (3.5)
-t ff®=-6t+16

2 4

2,1 3,4
2,2 2,8
2,3 2,2
2,4 1,6
2,5 1

2,6 0,4
2,7 -0,2
2,8 -0,8
2,9 -1,4

3 -2



300

fix) =0

-100

-200

-300

-400

10\

12

14



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Ainclinacao da reta tangente informa se a variacao em x € positiva ou
negativa
* Lembrem do coeficiente angular das funcdes de 12 grau

* Formalmente, o sinal da primeira derivada indica se a funcao é crescente ou
decrescente em x

* Funcdo estritamente crescente em seu dominio
* x1 <X = fxg) < flxy)

* Func3o crescente em seu dominio
* x1 <x = fxg) < flxz)



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Ainclinacao da reta tangente informa se a variacao em x € positiva ou
negativa
* Lembrem do coeficiente angular das funcoes de 12 grau

* Formalmente, o sinal da primeira derivada indica se a funcao € crescente ou
decrescente em x

* Funcao estritamente decrescente em seu dominio
* x; <x3 = fx1) > f(xz)

* Funcao decrescente em seu dominio
* x1 <Xz = fxg) = fxz)



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Teorema
* Se f’(x) > 0 com qualquer valor de x em (a, b), entao f é crescente em(a, b)
* Se f’(x) < 0 com qualquer valor de x em (a, b), entdo f é decrescente em(a, b)
* Se f’(x) = 0 com qualquer valor de x em (a, b), entdo f é constante em(a, b)

* Exemplo

* Encontre os intervalos nos quais f(x) = x* — 4x + 3 é crescente e os intervalos
nos quais é decrescente

* Encontre os intervalos nos quais f(x) = x3 é crescente e os intervalos nos quais
é decrescente



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Procedimento para identificar onde a funcao é crescente ou
decrescente

* Ache todos os pontos onde f'(x) = 0 ou f’ é descontinua
* Lembre-se f'(a) = lim f(x)
X—a
* |dentifique os intervalos formados por estes pontos
* Teste um valor de x para este intervalo, determinando o sinal do

[ (Xteste)

* Se f'(x) > 0, f é crescente
* Se f'(x) <0, f é decrescente



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Exemplo
e f(x) = x3 —3x% — 24x + 32

Cf(x) =x +-



Aplicaces da 12 Derivada (4.1)

* Extremos relativos (vales e picos em um grafico) -

* Maximo relativo
* Considere um intervalo (a, b) ...

* f tem um maximo relativo em um ponto deste intervalo (por exemplo x = ¢)
se f(x) < f(c)Vxem (a,b)

* Qu seja, f(c) € o maior valor deste intervalo
* Obviamente, o oposto é verdadeiro para os Minimos Relativos

* E por que relativos?
* Porque levam em conta a “vizinhanca”



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Conceito de ponto critico
* Qualquer x do dominio onde f’(x) = 0 ou f’(x) ndo existe

Pontos

. Descontinuidade —— f(@) # limf(x)
Criticos

Bico

™
~
=
—
1
In S

Reta Tangente Vertical



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

e Conceito de ponto critico
* Qualquer x do dominio onde f’(x) = 0 ou f’(x) nao existe

* Sinal de f’(x) - observe as figuras
* Nesses casos a inclinacao da reta tangente muda

pY py guando se passa porx = ¢
\ / =0 - [0 * Podemos ter extremos relativos de uma fung¢ao
J@>00 | N\ diferenciavel quando f’(c) = 0
TN \ * Cuidado... “podemos ter”:
N <o " /-""”Z” * Pode ser que a funcdo passe por um ponto
[ | ) | N onde f’'(x) = 0 ou f’(x) ndo existe e...
“c ’ ‘ © 0 * O SINAL NAO MUDE!!!!IIII
Maximo Minimo

Relativo Relativo



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Conceito de ponto critico
* Qualquer x do dominio onde f’(x) = 0 ou f’(x) ndo existe

e Observe as figuras

* Nesses casos a inclinacao da reta tangente muda
f’(X) -0 o guando se passa porx = ¢ | )
.f * Podemos ter extremos relativos de uma funcao
diferenciavel quando f'(c) =0
* Cuidado... “podemos ter”:
* Pode ser que a funcao passe por um ponto
onde f’(x) = 0 ou f’(x) ndo existe e...
* O SINAL NAO MUDE!!!!!I!




Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

e Conceito de ponto critico

* Qualquer x do dominio onde f’(x)

e Observe as figuras

AV

& _1I-

fix)=0

>0 ,___\‘ _,I"-h-_-i =0 x\.?/f _f"l:.l'i' < 0 \.-'
\ H f f'ic)=0
[0 <0 k / dhade
Fi flr " (1; t .‘1'1 7t
Maximo Minimo
Relativo Relativo

= 0 ou f’(x) nado existe




Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

e Conceito de ponto critico

« Um ponto critico de uma funcdo f é qualquer ponto x do dominio onde
f'(x) = 0ou f'(x) ndo existe

ffx)=0

AV

Corner

Horizontal A
tangents /

f -\"
: \\ VAN

\

Vertical tangent

fix) =4

Extremos Relativos




Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

 Teste da Primeira Derivada

* Determinar os pontos criticos de f
* f'(x) = 0ou f'(x) ndo existe
* Determine o sinal de f a esquerda e a direita de cada
ponto critico (até aqui... sem novidades!)
* Maximo Relativo - f'(x) muda de + para - ao atravessar o
Xcritico
* Minimo Relativo - f’(x) muda de — para + ao atravessar o
Xcritico
* Se f'(x) nao muda de sinal, o ponto critico nao € um extremo
relativo



Aplicacdes da 12 Derivada (4.1)

* Esboce os graficos e indique
0s pontos criticos
*f(x) =x*+3x+8

ch(t) = —t*+6t+6
x+1

fl) =2
'g(x)—x\/x—
+f(x) = -x* —3x2 + 4x — 8

e f(x) = 3x — 20x3 + 20




Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

e Observe as figuras

* Em ambos os caso temos f'(x) > 0
* Em ambos os casos, a funcao é crescente

Cresce a um ritmo Cresce a um ritm no intervalo (0, o)

decrescente crescente

e Agoraimagine que estes graficos se refiram a
dois veiculos em movimento (S x t)...
* Qual deles esta acelerando? Por que?

¥

* Aqui o conceito de concavidade pode ser util...



Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

* Em um intervalo aberto...

* f é cOncava para cima se a inclinagao das retas tangentes ao grafico de f
estao aumentando com x (e vice-versa)

* Nesse caso, o grafico esta sempre acima de suas retas tangentes no intervalo
(e vice versa)

AY AY
Concavidade
para cima

Concavidade
para baixo

N

A B
A B

Inclinagao crescente Inclinagao decrescente



Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

* Atencao...

* Da mesma forma que o sinal de f’ indica que f é crescente...
* Osinal de f” indica se f’ é crescente

* O que importa é... se f for duas vezes diferenciavel em um
intervalo aberto, segue o teorema

a. Se f”’(x) > 0 em qualquer x do intervalo, entao f € concava para cima
nesse intervalo

b. Se f”(x) < 0 em qualquer x do intervalo, entdo f é concava para baixo
nesse intervalo

c. Esef”(x)=0?



Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

 Como encontrar pontos de inflexao?

* Calcule f”(x)
* Determine os pontos do dominio de f para os quais f”(x) = 0 ou
f’(x) nao existe
* Paracada f”(x) = 0 ou f”(x) nao definido, teste um f”’(a) a
esquerda e um f”(b) a direita
* Havera um ponto de inflexao se houver mudanca de sinal quando se
“atravessa” o(s) f'(x) = 0 ou f”’(x) nao definido
e Serao CANDIDATOS a ponto de inflexao (mudancga de sinal)

* E em fungoes descontinuas?



Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

* Exemplos

* f(x) =x>—3x%—24x + 32
fx) = x+-



Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

 Como encontrar pontos de inflexao?
* Exemplos

CF0) = (- 1)5
¢« f(x) ==

x2+41




Relembrando...

 Como acho extremos relativos de uma funcao?
* O que sao extremos relativos?

* E pontos de inflexao?
* O que € um ponto de inflexao?



Fixando conceitos...

* Exercicio: esboce o grafico de uma funcao com as seguintes propriedades
° f(Z) e 4’ f’(z) — O’ fll(x) < 0em (—OO' OO)

° f(—Z) — 4'1 f(?’) — _21 f’(—Z) — O, f,(3) — O, f,(x) > 0em (—OO,—Z) e (3' OO),
f'(x) <0em (—2,3) e oponto de inflexao é (1,1)

* f(0)=0,f(0)=37,f"(x) <0sex #0



Um resumo...

Signs of General Shape of
f"and f" Properties of f the Graph of f
ff(x)=0 f is increasing. f
ff(x)=0 The graph of fis concave upward. /f“
ff(x)=0 f is increasing. _—

f'(x) <0 The graph of fis concave downward. yd
ffix)<0 f is decreasing. N
f'(x)=0 The graph of fis concave upward. -
flx)<0 f is decreasing. "HH\
f'(x) <0 The graph of fis concave downward. \



(a)

Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

* Exercicio: f(2) =1,f'(2)>0,f"'(2) <0

(bh)

(c)




Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

e Exercicio: f(1) =2, f'(x) >0em (—,1)e (1,0) e f’(1) =0

{i]] AY [I]] LAY _. {{.]




Aplicacdes da 22 Derivada (4.2)

* Exercicio: f'(0) esta indefinida, f é decrescente em (—,0), é
cdncavo para baixo em (0,3) e tem um ponto de inflexdo em x = 3

(a) Ay (b) AV (c) AY




Esbocando Curvas

e Assintotas verticais
P(x)

* Tipicamente presentes em fungdes racionais do tipo f(x) = 0(x)

* No caso, P e Q sao funcdes polinomiais
e x =aseraumaAVseQ(a) =0,masP(a) # 0
e Apesar de nao fazerem parte do grafico, elas sao uteis para seu
esboco

* Ocorrem se f(x) tende a 00 quando x se aproxima de

determinado valor

* Por exemplo, f(x) = z—j



Esbocando Curvas

e Assintotas horizontais

x+1

* Verifiqgue o que acontece com f(x) = — quando x —» to

 Para Achar uma AH, caso ela exista, & necessario analisar o
comportamento final da funcao

* Uma linhay = b é uma AH do grafico de uma funcgao caso
 lim f(x)=»b ouxlizn f(x)=»b

X— 00



Esbocando Curvas

* Encontre assintotas... Se houver!

flx) = x+2

*f(x) =

1+2x2

cg®) =t +t*+1



Esbocando Curvas (pg. 295)

 Um guia para esbocar curvas:
1. Determine o dominio de f
Tente identificar interceptos em ambos os eixos
Verifique o comportamento de f para grandes valores de x (limite no infinito)
Verifique se ha assintotas verticais (limites infinitos em algum x)
Determine os intervalos onde f é crescente/decrescente (12 derivada)
Localize os extremos relativos (TPD)
Determine a concavidade (22 derivada)
Encontre os pontos de inflexao (22 derivada)
Ache alguns pontos adicionais e esboce o grafico

L 0N WN



Esbocando Curvas

* Exemplo: esboce o grafico de...
e f(x) =x3—3x%—24x+ 32

< fO0 =5

* Exercicios: nos graficos abaixo indique e justifique qual funcao é
derivada da outra

4V
B 1oy
gl - 10+ | ! 3 1
i ‘,\?.5 T I' é -
;;5_.:'-' ™ \ Il'l . EIIL_
-3 -2 -1 sl | '\ 2 3 _ _1 > 1 3 4
' 51 ,
| » ~._\ 41 y,
I 715+ N 1 _61
N
f 10+



Esbocando Curvas

* Exercicios: esboce o grafico
« f(t) = 3t* + 4t3

e f(x) =Vx2 -4



Otimizacao

* Ja discutimos o papel dos extremos relativos da funcao

* Vejamos agora o que chamamos de extremos absolutos

* Se f(x) < f(c) Vx nodominio de f, entdo f(c) é chamado valor maximo
absoluto de f

 E vice-versa

* Muitas aplicacdes reais se baseiam nesse conceito



Otimizacao

* Uma funcao pode nao ter extremos absolutos
AY

* Mas se f é continua em um intervalo fechado [a, b], entdo f tem tanto
um maximo e um minimo absolutos em [a, b]

e Teorema do Valor Extremo



Otimizacao

L RS

ftem um minimo
absoluto, mas nao
um maximo absoluto

em (—oe, +20)

(a)

A Y

Y=

fnao tem extremos
absolutos em

(o0, +%0)

(&)

~J

AV

s

—

ftem um méaximo
e um minimo

absolutos em
(—o, +00)

(c)

(4]

|
|
|
|
IIIr
L
|
|
|
|
|

e e e Mwle”

fnao tem extremos
absolutos em (a.b)

(d)

T
-

¥ =

ftem um minimo
€ um maximo

absolutos em |a, b]

(e)



Otimizacao

* Procedimento para encontrar extremos absolutos de f em um intervalo
fechado
* Passo 1 - encontre os pontos criticos de f em (a, b)

* Passo 2 - encontre o valor de f em todos os pontos criticos e nas extremidades
aeb

* Passo 3 - 0 maior entre os valores do Passo 2 é o valor maximo absoluto de f em
|a, b], e o menor valor é o minimo absoluto

* Exemplos
* f(x) = 3x* + 4x3 nointervalo [—2,1]
. F(x)=4x + i no intervalo [1,4]



Otimizacao

* Procedimento para encontrar extremos absolutos de f em um intervalo
fechado
* Passo 1 - encontre os pontos criticos de f em (a, b)

* Passo 2 - encontre o valor de f em todos os pontos criticos e nas extremidades
aeb

* Passo 3 - 0 maior entre os valores do Passo 2 é o valor maximo absoluto de f em
|a, b], e o menor valor é o minimo absoluto

* Exemplos
e f(x) = 3x* + 4x3 nointervalo [—2,1]
. F(x)=4x + i no intervalo [1,4]



Otimizacao

* Extremos absolutos em intervalos ABERTOS — (a, b)
* Comportamento similar a (—oo, ©)
* Uma funcao continua pode ou nao ter extremos absolutos em um intervalo aberto

* Porém, certas conclusdes podem ser tiradas do comportamento de f (x) quando
x - atex - b~,ouemintervalos do tipo (a, ®), (—, b)

im f(x) = +% lim f(x) =—o lim f(x) = - lim f(x) =+
LIMITES x—a?t x—=at x—at x—ra
) ‘ im f(x) =+ lim f(x) = —oo lim f(x) = 4o lim f(x) = —o0
x—=b" x—=b” x—b~ x—b”
CONCLUSOES SE ftem um minimo absoluto, | ftem um méximo absoluto = fn&o tem nem méaximo, fndo tem nem miximo,
J FOR conTiNUA mas nenhum méximo mas nenhum minimo nem minimo absolutos nem minimo absolutos
EM (a, b) absoluto em (a, b) absoluto em (a, b) em (a, b) em (a, b)

v =

-

L

VAN / N
|t TN e



Otimizacao

* Extremos absolutos em intervalos ABERTOS — (a, b)

* Exemplo: determine se f(x) =

* Dica: verifique o dominio...

LIMITES

CONCLUSOES SE
J FOR CONTINUA
EM (a, b)

im f(x) = +%
x—a?t

im f(x) = +e¢
x—=b"

ftem um minimo absoluto,

mas nenhum méximo
absoluto em (a, b)

1
x%—x
lim f(x) = -
x—=at
lim f(x) =—o0
x—=b”

ftem um méiximo absoluto

mas nenhum minimo
absoluto em (a, b)

lim  f(x) = oo
x—a”

lim f(x) = 400

x—=b~

fndo tem nem méiximo,
nem minimo absolutos

lim f(x) =+
x—rat
lim f(x) = —cc

x—=b~

fndo tem nem miximo,

nem minimo absolutos
em (a, b)

tem algum extremo absoluto em (0,1)

GRAFICO
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Otimizacao

 Uma corretora dispoe de 100 apartamentos de dois quartos para alugar. O
lucro mensal obtido com o aluguel é dado por

. P(x) = —10x2 + 1.760x — 50.000

e Quantas unidades devem ser alugadas a fim de maximizar o lucro mensal?
Qual é o maximo lucro mensal possivel??

e A velocidade média de um veiculo em um trecho urbano entre 06:00 e
10:00 em um dia util € aproximada pela funcao...

« f(t) =20t —40Vt+50 (0<t<4)

* Em que horario da manha o trafego fica mais lento? Qual a velocidade
média de um veiculo nesse momento?



Otimizacao

O preco de demanda de uma gravadora de CD’s é dada por
« p=-0,00042x +6 (0 <x < 12.000)

O custo mensal total para a prensagem e embalagem de x copias é dada por
e C(x) =600+ 2x —0,00002x* (0 < x < 20.000)

Qual o nivel de producao que maximiza o lucro?

O custo mensal total incorridos por certa empresa para fabricar seu principal
produto é dado por C(x) = 0,0025x% + 80x + 10.000

a. Encontre a funcao de custo médio

b. Encontre o nivel de producao que resulta no menor custo médio de producao

c. Encontre o nivel de producao para o qual o custo médio é igual ao custo marginal

d. Compareoresultadodeceb



