Provinha 1 (Lista de exercicios sobre Corpos Rigidos) — 01/04/2020
4302306 — Mecanica IT — 1° Semestre 2020 — IFUSP Noturno — Prof. Airton Deppman
GABARITO

Avisos:
e Entrega até dia 14/04/2020 as 23:59 por email para paula.matuoka@usp.br.

e Formatos aceitos: fotos de celular, paginas escaneadas, IXTEX... desde que o texto seja legivel.

Sao 10 questoes valendo 1,0 ponto cada.

- Dada a dificuldade da lista,

e Apds somar os pontos das 10 questoes e dos exercicios extras, a nota final serda P; < 10,0.



Questao 1:

Um CubeSat é um satélite de dimensoes reduzidas
que pode ser utilizado por empresas e universidades
em aplicacOes espaciais pontuais e de curto prazo. )
lancado em 6rbita proxima a Terra por foguetes ou a
partir da Estacao Espacial Internacional com o auxilio
de bragos mecanicos. Apds seu tempo de vida util,
ele entra na atmosfera terrestre e se desintegra, nao
gerando lixo espacial.

Um médulo CubeSat corresponde a um cubo de
10 cm de aresta e lkg de massa. Para pequenas
corregoes de posicionamento, sao utilizadas rodas de
reagao elétricas, que aplicam torque ao redor dos
eixos de rotagao do satélite na direcao contraria ao
deslocamento, restaurando sua orientacao preferencial
de trabalho sem gastar muita energia. Para tal, é
essencial conhecer o tensor momento de inércia do
satélite e identificar seus eixos principais.

Calcule o tensor momento de inércia de um
CubeSat de aresta a, massa M e densidade uniforme,
quando seu eixo de rotacao:

(a) coincide com uma das arestas;

Figura 1: 1U CubeSat (Fonte: Wikipedia)

(b) passa pelo centro geomético do cubo e é paralelo a uma das arestas;

(c) coincide com a diagonal do cubo.

Extra 1: Qual matriz de rotagdo que leva o cubo de (a) para (c) diretamente?
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Figura 2: Questao 1; casos (a), (b) e (c).



Solugao da Questao 1

Seja um cubo de aresta a, massa M e densidade volumétrica p = M/V = M/a>.
Em coordenadas cartesianas, 2 = 22 + y? + 22 e dV = dxdydx.

(a)(Valor: 0,30)

Para o centro de coordenadas em um dos cantos, temos:
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Por simetria, I, = I,y = I.,
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Também por simetria, Iy = Iz = Iy, = Ly = I, = L.

Portanto:
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e, girando ao redor do eixo z, I = I, = =75



(b)(Valor: 0,30)

Centro das coordenadas no Centro de Massa com eixos paralelos aos lados do cubo.

Podemos usar o Teorema dos Eixos paralelos:

Icanto,ij = ICM,ij + M(d25” — dldj)

ICM,rx = Icanto,:vm - M(dz + dgz; + di - dz)

2M a? 9 9
=—3 - M(d;, +d3)
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= —M(=— + —
3 (4+4)
2 1
= Ma?*(= — =
“(3-3)
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= Ma*(——
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Por simetria, I, = Iyy = 1.,

ICM,a:y = lcanto,xzy — M(—dmdy)
Ma? aa
= _ ME2
T TMG3)

Ma? n Ma?
4 4

=0

=

ICM,ij = lcanto,ij — M(d26z] - dzdj)

Também por simetria, Iy = Iyz = Iy, = Ly = 1), = Ly

Portanto:
1 0 0
Ma?
Icentro = 0 1 0
0 0 1

e, girando ao redor do eixo z, [ =1,, =

(c)(Valor: 0,40)

6

Ma?

(24)

Sendo o cubo um objeto centro-simétrico (I; = Iy = I3), qualquer eixo que passe pelo seu centro de massa
é um eixo principal. Dessa forma, é invariante por rotacao.

Suponha que A seja a matriz de rotagdo que leva o sistema de coordenadas do caso (b) para o caso (c), em
que a origem das coordenadas continua sendo o centro de massa.
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Sendo assim, a resposta é igual a do item anterior:

6

I
6

centro

Idiag =

10 0
M2

7“010
00 1

e, girando ao redor do eixo z, [ =1,, =

Ma?

G



Questao 2:

Considere um cone sélido, reto, de densidade uniforme, massa M, raio da base R e altura H.

(a) Encontre o tensor momento de inércia para rotagoes ao redor do seu eixo de simetria.

(b) Encontre a velocidade angular do cone quando sua superficie lateral estd apoiada e gira em uma superficie
sem deslizar com o apice O fixo e velocidade v no ponto P no centro de sua base circular.

Figura 3: Questao 2: casos (a) e (b).

Solucao da Questao 2
(a)('Valor: 0,50)

Cone reto de raio da base R e altura H, com massa M e densidade volumétrica p uniforme.

H
V= WR?) (31)
M 3M
= —_— = —_— 2
P=V T 7rR?H (32)
(33)
Usar coordenadas cilindricas (r, 0, z).
x =rcosb (34)
y =rcosf (35)
dV = rdrdfdz (36)
r
t =—==- 37
ana = - = - (37)
Limites de integragao:
0<r<ztana (38)
0<0<2rm (39)
0<r<H (40)
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Para os outros casos, I;; = 0,Vi # j, pois a integragao em 6 ¢é nula:
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Logo, os momentos de inércia do cone sao:
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(b)(Valor: 0,50)

Figura 4: Cone.

O primeiro passo é definir os referenciais, todos com a mesma origem.

e RI1: Referencial do laboratério XY Z, fixo.

e R2: Referencial que gira ao redor de Z no sentido anti-hordrio, x'y'2’, 2’ = Z.

No R2, cone gira ao redor de seu eixo de simetria (que estd na diregao 7).
Pela geometria do problema, definimos o dngulo a:

H R
cosa = — sina = I (62)

E as distancias:

d= Rcosa (63)
r=Hcosa (64)
L=+H?+ R (65)

A condicao de girar sem escorregar implica em que a linha de contato entre o cone e os planos XY e z'y/
tem velocidade nula. Como o ponto P — que faz parte do eixo de simetria do cone — tem velocidade v vinda da
rotacao em torno de Z, podemos supor que sua projecao na linha de contato, P,, tem velocidade nula.

Logo, o cone gira em torno de sua linha de contato para refletir a rotacdo. Nesse caso, o ponto P gira em
torno do eixo y’ com velocidade v e raio d.

v
on=? (66)
v
"~ Rcosa (67)
v vV H? 4+ R?
_ YV | AR (68)
R-Z HR




Questao 3:

(a) Encontre o momento de inércia de uma casca esférica de raio r, densidade superficial uniforme e massa

m, em torno de seu eixo de simetria.

(b) Encontre o momento de inércia de uma esfera sélida de raio r, densidade volumétrica uniforme e massa

M em torno de seu eixo de simetria.

Solucao da Questao 3
(a) (Valor: 0,50)

Casca esférica de raio R = soma de anéis de espessura Rdf e raio r = Rsinf — que também ¢é a distancia

do eixo de rotagao.

Figura 5: Casca esférica — anéis.
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Logo:
1 4 2
I= fmr2§ I=Z"mr?

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢
22+ =r?sin?0 =12 -z

dS = 27r sin Ordf = 27r? sin 0d0

(84)



(b) (Valor: 0,50)

Esfera sélida de raio R = soma de cascas esféricas de raio Rsinf — que também é a distancia do eixo de

rotacao.
x = rsinf cos ¢
Yy = rsinfsin ¢
22 +y? =r?sin? 0 =r? - 2?
dV = r?sin 0drdfd¢ = 27r? sin d0dr
M

P = 4/3)nR?

dm = pdV

I= /(7’2 —2%)dm
:/(rsin9)2pdV
s
R 7
3M
2 2
:/0 /0 7 sin 947TR3
3M /” 5 /R 4
=—-—= sin® 0df r
) [

Do item (a) sabemos que:

/ sin® 0df = 4
0 3

2772 sin OdBdr

Logo:

I= I=-MR?
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Questao 4:

Encontre o momento de inércia no eixo de simetria dos seguintes casos:

(a) trés massas idénticas m com hastes rigidas de massa desprezivel formando um tridngulo equildtero de
lado 1.

(b) uma placa na forma de um tridngulo equildtero de lado I, densidade uniforme e massa M.

Extra 2: um tridngulo de Sierpinski (estrutura fractal formada pelo processo recursivo de retirar de uma
superficie triangular uma figura similar cuja altura é metade daquela da figura original) equildtero, de lado a,
feito de material de densidade uniforme, e de massa M.

Figura 6: Formagao do triangulo de Sierpinski.

Figura 7: Questao 4: casos (a), (b) e Extra 2.

Solucao da Questao 4
(a) (Valor: 0,50)

A disténcia entre cada uma das massas e o eixo de rotagdo (que também é o eixo de simetria) é:

2
~Zn 97
r=3 (97)
!
po V3 (98)
2
Logo:
3
4
1= ma?=3-mg 22 (99)
=1

(b) (Valor: 0,50)

Vamos usar o Teorema dos Eixos Paralelos para encontrar, primeiro, o momento de inércia do triangulo
equildtero quando o eixo de rotacao passa por O, e depois aquele quando o eixo de rotagao passa por C, de
acordo com a Figura[8]

Usando coordenadas cartesianas, temos:

11
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Figura 8: Triangulo equildtero com origem dos eixos O em um de seus vértices.

r=a+y° (100)
h = l? (101)
dS =dx-dy (102)

Limites de integragao:

0

I I
e < < 44 104
ont =V s T (104)

IN
IN

T h (103)

Densidade superficial uniforme (em funcéo de h):

L

A= (105)
M 2M
_M _2M 106
CTA T (106)
Ip = / r2dm (107)
O
+ﬁx h
z/ / o(x? +r?)dxdy (108)
7ﬁm 0
h 3 +2L:v
:a/ (z2~y+y>‘ " (109)
0 3 ) l—ghe
h l 5 l3 3
= — . 2% d 110
20/0 (2hm+8'3'h3x>x (110)
I ht B3t
g (LM n 111
7 2h4+24h34) (111)
oM [(1n® I3
o 2M (IR 112
Ih \'8 +96> (112)
h2 2
=M(=—+— 113
(5+a) 19
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Pelo Teorema dos Eixos Paralelos, temos que:

Io = Ic + Mb? (114)
Io = Ip — Mb> (115)

onde b ¢é a distancia entre O e C. Usando condigbes de simetria, temos:

a+b=h (116)
a=h-—0> (117)
€
a_ . (g) 1 (118)
b M\6) T2
b
0= (119)
Logo
h—b= g (120)
b
h = (b + 2) (121)
%b =h (122)
2
Entao:
Io = Io — Mb? (124)
R 2 2 \?
M<2+24)M<3~h) (125)
12 R 4h?
[B (] o0
12 9-8
=M [24" (wﬂ (127)

Agora, substituindo o valor de h:

Ic=M +< 2) (128)
_ <l 1834> (129)
=M <é4 + 24) (130)
NIe = ]\%Q (131)

13



Questao 5:

Seja um objeto cujos momentos principais sdo I; > I > Is.

Para rotagoes ao redor dos eixos principais e sem dissipagao de energia, discuta a estabilidade dos movimentos
para pequenas perturbagoes.

Extra 3 Discuta o que aconteceu com o satélite Fxplorer I da NASA - que for projetado para girar em torno
de seu eixo de menor momento de inércia e acabou girando em torno do eixo de maior momento de inércia.

Figura 9: Explorer I (fonte: NASA).

Extra 4: Discuta o Efeito Dzhanibekov ou Efeito da Raquete de Ténis com base na estabilidade dos eixos
principais.

Figura 10: Efeito Dzhanibekov no espago: fotos sequenciais - da esquerda para a direita, de cima a baixo -
indicando a mudanga de orientagdo de uma ferramenta em experimento realizado no espago. Veja o video:
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Dzhanibekov_effect.ogvi
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https://en.wikipedia.org/wiki/File:Dzhanibekov_effect.ogv

Extra 5: Discuta o Efeito Rattleback - que ocorre com alguns objetos que possuem uma diregao preferencial
de rotacao.

Solucgao da Questao 5

(Valor: 1,00)

Sejam I; > I > I3 os momentos de inércia dos eixos principais €1, és e é3.

As equagoes de Euler na auséncia de torque sao:

dwi
Ii% + Cijkijklk =0

Logo:

L = waws(Iy — I3)
Izd}g = W3w1(_[3 — Il)

13003 = w1w2(11 — IQ)

Vamos considerar, inicialmente, uma rotagao préxima ao eixo principal é;:

W = w11 + d2é5 + I3é3

onde 52,53 << Wwi.

Mantendo apenas a primeira ordem de perturbacgao, temos:
11(1)1 = 5253([2 — I3) =0
1252 = 63(4)1(.[3 — Il)

1353 = w152(Il — Iz)
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Figura 11: Efeito Rattleback: fotos sequenciais - da esquerda para a direita, de cima a baixo - de um objeto
que, inicialmente, gira na direcao horaria e, em um certo ponto, passa a girar na direcao anti-horaria. Veja o
video: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Rattleback_in_action.ogv|

(132)

(133)
(134)
(135)

(136)

(137)
(138)
(139)


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Rattleback_in_action.ogv

Encontramos duas equagoes acopladas para ds, d3:

. I3 -1
52 = Mwlég (140)
I
: I - I
(53 = Mwuﬁ (141)
I3
Vamos encontrar a equagao para do, derivando mais uma vez em relacao ao tempo:
. To— 1T .
52 = (3171)((&)153 -+ w153) (142)
2
I3—1T .
_ U= s (143)
I
Is—1T L -1
_Us—h)  (h—Tb) o (144)
I I3
Us— 1) (I —1Iy) ,
= ) 145
I I; 1% (145)
Chegamos a uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem do tipo:
#(t) = a’x(t) (146)

cuja solucdo depende do sinal de a?:

e o <0, z(t) = Acos(at) + Bsin(at) — é uma funcio senoidal, que representam oscilagdes periédicas e
limitadas.

e o? > 0, z(t) = Aexp(at) + Bexp(—at) é uma funcio exponencial, que representa instabilidade do
movimento.

Devido a propriedade ciclica dos indices, podemos dizer que:

(Us—h)(L—1) ,

2 _
ay = L T h (147)
o (h—L)(I2—13) ,
Qo s I, Wa (148)
Io—1I3) (I3 — T
o2 = (1o —1I3) (Is 1)w§ (149)
I I

Para rotagoes proximas de é;, portanto, temos:

2 (Is —I) (I — —72)w2

of = =7 et <0 (150)
pois, sendo I1 > Io > I, (Is—I1) <0e (I; — I3) > 0.
Logo:
da = Acos(at) + Bsin(at) (151)
Analogamente,
d3 = C cos(at) + D sin(at) (152)

Portanto, pequenas perturbacoes na rotagao ao redor do eixo principal é; sao estaveis.
O mesmo ocorre para és:

I, —1I3) (I3 — I
(211 3)(3[2 1)w§<0 (153)

pois (Is —I3) > 0e (I; — I3) < 0.
Mas, para és:

a3 =

(I = Io) (I — I3)
I3 I
pois (I1 — I3) > 0e (I3 — I3) > 0.
Isso implica que as perturbagoes sdo descritas por §(t) = Aexp(at) + Bexp(—at), indicando instabilidade.
Portanto, para I > I, > I3, as rotagoes ao redor dos eixos principais menor e maior sao estiveis para
pequenas perturbagoes, enquanto que a rotagao ao redor do eixo principal intermediario é instavel.

as = wi >0 (154)
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Questao 6:

Encontre a Lagrangeana e as equagoes do movimento de um péndulo duplo nas seguintes condigoes:

(a) Péndulo duplo formado por duas hastes rigidas de comprimento I e ls de massas despreziveis e duas
massas mq e my em suas respectivas extremidades

(b) Péndulo duplo de massa distribuida formado por duas chapas retangulares de comprimentos /1 e Iy de
massas my e mo uniformemente distribuidas unidas por um pivo.

(c) Demonstre para quais condigoes o caso (b) se reduz ao caso (a).

Figura 12: Questao 6, casos (a) e (b).

Solucao da Questao 6
(a) (Valor: 0,50)

Para a mq, temos:

T = ll sin 91 (155)
I'l = ll COSs 91(9'1 (156)
Y1 = —lycos Oy (157)
41 = l1sin 616, (158)
1 . .
T1 = §m1(£12 + y12) (159)
1 .
_ 5ml[zfef(cos? 6, + sin 6,)] (160)
‘/1 = fmlgll COS 01 (162)
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Para a mo, temos:

To = Iy sin b6y + I sin by (163)
To = l1 cos 91(9'1 + l5 cos 9292 (164)
yo = —l1 cos By — I3 cos b (165)
yé = ll sin 010.1 + lQ sin 929.2 (166)
1 . .
TQ = §m2($22 + y22) (167)
1 . . . .
= 5mg[(z1 08 010115 cos 02605)? + (11 sin 016, + I3 sin Go65)] (168)
1 ) ) o .
— ma(t3 cos? 0.6, + 12 cos? 026" + 20115 cos 0y cos o616, + 12sin2 016, + (169)
+ l% sin2 92922 + 21115 sin 01 sin 929192) (170)
1 . . ..
= §m2 [13912 + @022 + 2l1l29191 COS(el - 02) (171)
Vo = —magly cos By — mogls cos Oy (172)
Logo, a Lagrangeana é dada por:
V=Vi+V (173)
= —magly cos 1 — magly cos By — magls cos b (174)
= —(mq 4+ ma)gly cos 61 — magls cos b (175)
T="T +T, (176)
1 9, 2 1 9,2 92 ..
= §m1l191 + §m2[l191 + l292 + 2111560105 COS(91 — 92)] (177)
L=T-V (178)
1 . 1 . . ..
— §m11%912 + §m2[l%6‘12 + 13922 + 211156105 cos(61 — 02)] + (mq + ma)gly cos by + maglycosfy  (179)

1 .2 1 .2 ..
= §(m1 +mg)l260,” + §m2l§92 + malyla610 cos(61 — 02) + (my + ma)gly cos By + magls cos s (180)

Sao duas coordenadas: 61 e 05.

Para 0;:
oL Coe .
20, = —malylab10ssin(0; — 02) — (mq + ma)gly sin 61 (181)
oL iy ,
87 = (ml + m2)1101 —+ m2111202 COS(Gl - 92) (182)
1
&67 = (m1 + m2)1101 + m21112 [92 COS(91 - 92) - 0192 sm(Gl - 02) + 02 sm(01 - 02)] (183)
1
Entao:
d OL 0L
a oL oL _ 184
dt 00 001 0 ( 8 )
(m1 + mg)l%& + m2l1l2 [02 COS(01 — 02) — 9.19.2 Sin(91 — 92) + 9.22 Sin(91 — 92)]+
+ m211129102 sin(91 — 92) + (m1 + mg)gll sin 01 =0 (185)
(my + mg)lfﬁul + molils [92 cos(fh — 02) + 922 sin(0; — 63)] + (m1 + ma)gly sinfy; =0 (186)
0, = —lg sin 6y — #2”]/2 . f[@g COS(91 — 92) + 922 sin(91 — 92)] (187)
1 1
Para 05:
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oL

87 = mglllgglég sin(91 — 92) — mgglg sin 92 (188)
2
oL y :
— = m21192 + molila6; COS(91 — 92) (189)
005
%5 = m21292 + molqls [91 COS(91 — 92) — 0 sm(91 — 92) + 61604 sm(b'l — 92)] (190)
2
Entao:
d 0L 0L
aoL oL _ 191
dt 96, 00 (191)
m2l§92 + mglllg[éll COS(91 — 92) — 912 Sin(Hl — 92) + 9192 sin(91 — 62)]—
— MQlllgélég sin(91 - 92) + m29l2 sin 92 =0 (192)
mglgeg + mglllg[éll 008(91 — 92) — 912 sin(<91 - 92)} + moglasinfy =0 (193)
0y = _ZE sinf; — ;i[e"l cos(f1 — 0o) + 6 sin(6r — 05)] (194)
2 2

As equagoes do movimento, portanto, sdo:

0, = —% sinf; — ﬁ . %[92 cos(fy — b2) + 922 sin(f; — 6)] (195)
e
. q . ll . .2
Oy = — 7 sin 01 — l—[ﬁl cos(fy — b2) + 61 sin(f; — 63)] (196)
2 2

As equagoes encontradas sdo acopladas e ndo podem ser resolvidas analiticamente, apenas por métodos
numéricos.

(b) (Valor: 0,50)

Para o caso em que as massas sao distribuidas, vamos usar as coordenadas do centro de massa das duas
chapas.

Seja Ry(R1,4,R1,) a posicao do centro de massa da primeira chapa em relagéo ao pivé P;.

Logo:

l

Rl (197)
Iy

Ry, = 3 sin 60y (198)
Iy

Ry = —3 cos 1 (199)

Seja Ry a posicao do centro de massa da segunda chapa em relacao ao pivo Ps.

Iy

Rt (200)
ly .,

Ry, = 3 sin 0o (201)
lo

Ry = — cos 6o (202)

Seja Rp = (Rps, Rpy) = (l1sinf, —ly cosb1) a posigdo do pivé P» em relacdo a P;.
Assim, as posicoes dos centros de massa em relacdo ao referencial do laboratério sdo dadas por:
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l
X, =Ry, = %sin&l
Iy
Yi=Ry = -5 cos 6
l
Xo = Rp7w + Rg)x = [y sinf; + %sin 02
l
Yo =Rpy+ Ryy = —l1cosf; — gcos )

A primeira derivada temporal:

) l .
X1 = %COS 9191

) L.

Y] = %sm 0164

) . )
Xo =11 cosb610; + 52(:05 0205

) . )
Yo =1;sin6:601 + gsin 0204

Elevando ao quadrado:

. 12 )
X? = 2L cos? 6,62

P P
YY" = —sin” 6,0]
4
. 2 ) .
X2 =13cos? 0,607 + ZQ cos? 0203 + 111y cos 01 cos 26,05

. . 12 . ..
Y3 = 13sin? 0,07 + ZZ sin? 0202 + 111y sin 0 sin 026, 6,

Agora, vamos calcular os termos da Lagrangeana:

mily

Vi=mig¥1 =—g cos 0

l
Vo = mogYs = —gmeoly cos 6y — §2C0892

V=V+1

l l
—gmlé cos 1 — gmsly cos B — gm2§2 cos 09

1
= _§(m1 + 2ma)gly cos 01 — §m29l2 cos 65

(203)
(204)
(205)

(206)

(207)
(208)
(209)

(210)

(211)
(212)
(213)

(214)

(215)

(216)
(217)

(218)

(219)

Para o calculo da energia cinética, temos que calcular o momento de inércia I,, de cada chapa ao redor de

seu centro de massa.

Seja uma chapa retangular de comprimento [, espessura 2¢, massa M, drea S = 2¢l e densidade superficial

o uniforme. Em coordenadas cartesianas, temos:
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Icw,z- :/ rdm (220)
M

= / ords (221)
S
€ /2
= a/ dy/ dz(x® + y?) (222)
— —1/2
5 I 1/2
= 0/ dy <3y + y2x> (223)
¢ /2
M /203 3N e
- P (224)
2el \ 38 3 —&
M (132 2,
12 1,
(227)
Se £ << [, podemos utilizar Icpy,.. = 5 MI2.
1 o -9 1 . 2
T1 = iml(Xl —|— le ) + 5]1)0]\/[91 (228)
1 l% 2 2 l% 2 N2 1 202
= iml(z cos” 6107 + - Sin 0107) + ﬂmlllﬁl (229)
1 i
= émllfe’f (230)
1 Co 2 1 .2
TQ = imQ(XQ —+ }fg ) + 512701\402 (231)
1 . 12 . .. .
= imQ (l% COS2 019% + ZZ 0082 9295 + lllg COSs 01 COSs 020102 + l% Sil’l2 010%-’- (232)
12 . .. 1 .
+ 22 sin2 929% + lllg sin 91 sin 929102) + ﬂmglgﬁg (233)
1 . 1 .
= 5mglf (cos® 0y +sin® 0,)607 + gmglg (cos? B + sin? 02) 03+ (234)
1 .. 1 .
+ §m21112(COS 01 cos O3 + sin 01 sin 05)60105 + ﬁmglgeg (235)
1 . 1 . 1 .. 1 .
= imQZ%Q% + gmglgeg + §m21112 cos(th — 92)9192 + ﬂmglgﬁg (236)
1 . 1 . 1 .
= 57712[%9% + 6m2l§9§ + §m2l1l2 COS(el — 92)9192 (237)
T=T +T (238)
1 949 1 940 1 - 1 F
= émlllel + §m2l191 + 6m2l292 + 5’/712[112 COS(Ql - 92)9192 (239)
1 . 1 . 1 .
= g(ml + Smg)lfﬁf + 6m2l29§ + §m2l1l2 cos(91 — (92)9192 (240)
L=T-V (241)
1 iy 1 L1 .
= é(ml + 3m2)1191 + 6m2l202 + 5777,21112 COS(01 - 02)0192+ (242)
1 1
+ §(m1 + 2mg)gly cos b + §m2912 cos Oy (243)

Sao duas coordenadas: 6, e 6.
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Para

OL 1 . .. 1 .
8791 = —§m2l1l2 s1n(01 — 92)9192 — 5(777,1 + 2m2)gl1 sin 64
L 1 . 1 .

889'1 = g(ml + 3m2)l%91 + §m211l2 008(91 — 92)92
d OL 1 .. 1 ) .. . 1 ..
%6791 = g(ml + 3m2)l%91 — §m2l1l2 s1n(91 — 92)(9192 — 9%) + §m21112 COS(91 — 92)92

Entao:

aor or_,
dt 691 001 o

3
+

1 .. 1 . 1 .. 1
g(ml + 3m2)l%01 - imglllg sin(01 - 92)0% + §m21112 COS(91 - 92)92 + §(m1 + 2m2)gl1 sin 01 =0

3 1 ) 1 . . ..
91 = m {—2(m1 + 2m2)gll sm¢91 + 5’[712[1[2[811’1(91 - 92)9% — cos(01 — 02)92]}
i 3my +6mg g | 3ma la .. . o
bp=————= =ginfhh - —— - = 01 — 05)05 — sin(6, — 02)0
! 2my +6me . 2my +6me [cos(6 = 82)02 — sin(6 — 62)6]
Para 65:
oL 1 . .. 1 _
9, §m21112 sin(61 — 62)6162 — imgglg sin 0y
oL 1 . 1 .
—= = —myl20y + —malyl; cos(6; — 62)0
96, 3M2lzle + 5mahih (61— 62)6,
d oL 1 .. 1 i . - .
dt 96, - §m21§92 - §m2l1l2[5m(91 — 02)(67 — 6102) — cos(6 — 62)61]
Entao:
doL_ oL
dt 802 005 a
1

3

012

1 .. 1 .. . 1 ..
*(ml + 3TH,2)Zf91 - 57’)@21112 sin(6’1 — 92)(0192 - 0%) + §m21112 COS(Gl — 92)92+

1 - 1
§m2l1l2 SiH(@l — 92)9192 + i(ml + 2m2)gl1 sin 01 =0

*mglgeg — §m2l112[sin(91 — 92)(9% — 9192) — COS(91 — 92)91]—

1 .. 1
§m21112 sin(91 - 92)9192 + §mggl2 sinf; =0

1 .. 1 . 1 .. 1
gmglgeg - 5’/712[1[2 sin(91 — 92)9% + 5’/712[1[2 COS(el — 92)91 + §ngl2 sin92 =0
0y = 3 L l1ly sin(fy — 62)0? 1 Il (61 — 02)0 1 I sin 0
Q—mzl% 2m212S1n 1 2)Vq 2m212COS 1 2)01 ngg 2 sIn by
- 3L . : 31 .. 3qg .
0y = §é sin(f; — 6,)6% — §i cos(f1 — 02)01 — 5% sin 0y
. I . )
0y = _39 sin 0y — §—1[cos(t91 — 05)0, —sin(h, — 02)07]
2 l2 2 12
As equagoes do movimento, portanto, sdo:
5 3mi+6my g . 3meo Iy R . )
fHh=——"—"— >ginf) — —— - = 0, —05)05 — 0, —05)0
LT o T G Gy 7, (oS 02002 = sin(0 = 62)6)
R 1 R )
0y = 39 sin 0y — §—1[(:08(191 —0)0; —sin(h; — 02)07]
2 lQ 2 l2
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(245)

(246)

(247)

(248)
(249)
(250)

(251)

(252)

(253)
(254)

(255)

(256)
(257)
(258)
(259)
(260)
(261)

(262)

(263)

(264)



As equacgoOes encontradas sao acopladas e ndo podem ser resolvidas analiticamente, apenas por métodos
numéricos.

(c) (CANCELADA)
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Questao 7:

Seja um péndulo plano — formado por uma haste de massa m, e comprimento ! presa ao teto em uma

extremidade e acoplada a um disco de raio r e massa my. Calcule o periodo de oscilagao quando:

(a) O disco estd fixo & haste.
(b) O disco estd livre para girar.

Figura 13: Questao 7, casos (a) e (b).

Solucao da Questao 7
(a) (Valor: 0,50)

Vamos calcular o momento de inércia no ponto de pivo do péndulo, Ip:

Ip=U)p+ {a)p

(265)

onde I, é o momento de inércia da haste de comprimento [ e I; é o momento de inércia do disco de raio R.
Para calcular o momento de inércia da haste, suponha que a mesma se encontra ao longo do eixo x com o

pivo como centro das coordenadas cartesianas.
Seja A = m,/l a densidade linear da haste. Logo:

Para calcular o momento de inércia do disco fixo I3, vamos usar o Teorema dos Eixos Paralelos:
Seja 0 = my/mR? a densidade linear do disco. Logo, usando coordenadas cilindricas:

(I’!‘)P =1I..+ mdl2

Entao:

2r R 4
I, :/ dmr? = / or?dS = O’/ / r2rdrdf = m—dQ27rR—
M s 0 0 TR 4

Logo:
1 2 2
(L-)P = ide + mgl
E:
1

1
Ip = gmrl2 + ideQ + mdl2
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1
= EdeQ

(266)

(267)

(268)

(269)

(270)



A energia cinética de rotacao é dada por:

11 1 .
i(ngZQ + ideZ + mgl?)6?

O potencial é dado com respeito ao centro de massa dos dois corpos:

1 .
K=2I6%=
2

V= —ng(é cos @) —mggl cos = —(%mr + mgq)gl cos O

Portanto, a lagrangeana do sistema é:

L=K-V
11 0, 1 2vp2 4 (1
= 5 (gmel® + 5maR? 4 mal?)6* + (5my + ma)gl cos 0
Para 0:
OL 1
% = _(§mr+md)gl8in9
6L_ 1 2 1 2 2\ N
i (3mrl + deR + mgql*)0
d 8L - 1 2 1 2 2\ N
doL OL 1

1 .- 1
eoL oL o L o 1 2 2 : .
B0 90 0 (3m,l + deR + mgl )9+(2mr+md)glsm9

Podemos considerar pequenas oscilagoes (6 — 0 = sinf ~ 0):

(%mr + mgq)gl ‘
(%mrl2 + %deQ + mgl?)

0~ —

Trata-se de uma equacgao do tipo 6= —w?6, onde:

" (Am, +mq)gl
(%mrl2 + %deQ + mgl?)

O periodo de oscilagao é dado por:

T =

27 5 (3mel2 + imgR? + mgl?)
o
w (%mr + ma)gl

(b) (Valor: 0,50)

No caso em que o disco esta livre, ele nao realiza rotagao ao redor de seu centro. Portanto:

1
Ip = gmrﬂ + myl?

Analogamente ao item (a), temos, para pequenas oscilagoes:

1
T = 2 =27 4(§1mrl2 ol
w (§mr + md)gl
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(272)

(273)
(274)
(275)

(276)
(277)

(278)

(279)

(280)

(281)

(282)
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Questao 8:

(a) Encontre a Lagrangeana de um péndulo de Foucault composto por uma massa m e um fio inextensivo
de comprimento [ situado no hemisfério norte a uma latidude A.

(b) Qual periodo de precessao do péndulo do caso (a) em funcao da latitude?

Extra 6: encontre as equagoes de movimento do péndulo.

Solucao da Questao 8
a) (Valor: 0,50)

No referencial do laboratério (do péndulo), podemos considerar o regime de pequenas oscilagdes em 6:

21 .2

Sinf = 7”31“4 ~ 0 (285)
92

cosf~1— 5 (286)

A altura do péndulo em relagao ao solo z é:
62 162
zzl(l—cos@)zl<1—1+2)=2 (287)
O potencial gravitacional é:

v ZGQ lx2+y2 x2+y2
= MmQgz = mgl— = m =m
gE =gy =y 97

(288)

Sabemos que z2 + y? = 6212, logo x,y  0l, enquanto z o §21. Assim, podemos desconsiderar a velocidade
Z, pois 2 << &,9.
A velocidade do péndulo é, portanto:

Up = dd 4 + 35 ~ i3+ §i (289)

A velocidade angular da Terra ¢ Q=02
O versor Z é dado pelas projecoes nas direcoes & e 2:

Z = cos(m/2 — \)2 + cos A\ = sin A2 + cos A\ (290)

Seja Ry o raio da terra: considerando o referencial da Terra - cuja origem estd em seu centro - temos a
posicao do péndulo D, onde:

D= (Rr+2)%+ a2 +yj (291)

Logo, a velocidade do péndulo em relacdo ao referencial da Terra é:

or=Q0xD (292)
= (Qsin A2 + Qcos AZ) X [(Rr + 2)2 + xd + yy] (293)
=QsinAN(zZ x &+ yZ x §) + Qcos \[(Rr + 2)& X 2+ yZ x g (294)
= Qsin MN(zg — yi) + Qeos \[—(Br + 2)§ + yZ] (295)
= —Qsin A\yz + Q[sin Az — (Rr + z) cos A]§ + Q2 cos A2 (296)

A velocidade absoluta, portanto é:

Ga = Bp + Tp (297)
= —Qsin \yz + Q[sin Az — (Rr + z) cos A]§ + Qcos AZ + T + §y (298)
=3(—Qsin Ay + z) + g{Q[sin \z — (R + z) cos \] + ¢} + Qcos A2 (299)
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A energia cinética, portanto, é:

L 3

T = 3V, (300)
1
= im{(x — Qusin A\)? + {Qzsin A — (Ry + 2) cos \] + §}2 + Q2 cos® \} (301)
1
= 5m{m'z’ + % + Q%% sin? A — 2Qui sin A + Q2 cos® A + (302)
+2Qy[zsin A — (Ry + 2) cos ] + Q%[xsin A — (Rp + 2) cos \]*} (303)
1
= 5m{i72 + 92 — 2Qui sin A + Q2y? sin® XA + Q2 cos® A + 2Qzy sin A — (304)
— 2QR7y cos A — 2Qzg cos A + Q%x? sin? A + Q?(R% 4 2Rrz + 22) cos® X — (305)
—20%z Ry sin A cos A — 2072 sin A cos \} (306)

Como z << Ry e Q << z,y, podemos desprezar termos com 222, 0%y2, Oz e O%zz. O resultado, portanto

T %m{va + 92 = 2Quisin A + 2Qg(zsin A — Ry cos \) — Q2x Ry sin(2)) + Q% R2 cos? \} (307)

1 1 *+y?
L= 5m{j:2 4+ —2Qyi sin A\+2Qg (2 sin A — Ry cos \) — QxR sin(20) } + §m92R?p cos? )\—mgm ;} Y (308)
b) (Valor: 0,50)
Para z:
oL 1 . 1 2 . mgx
e imQQy sin A — iRTQ sin(2\) — 2Tl (309)
L 1
g—x_ =mi — imQQy sin A (310)
d (0L . .
T (8&0) = md& — m§ysin A (311)
(312)
Entao:
d (0L oL
ol e [ 1
7 (78) -3 = @19
. - - 1 2 gz
Z—Qysin A — Qysin A + gRTQ sin(2\) + 7= 0 (314)
. - 1 2 . gz
7 — 2Qysin A + §RTQ sin(2\) + 7= 0 (315)
Para y:
L 1
g—y = —m2Qisin A - 2m2—9l’y (316)
L 1
g—y =my — imZQ(z sin A — Ry cos \) (317)
d (0L
d (oLy _ . Qi si 1
dt(ay) my + mi sin A (318)
(319)
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Entao:

4
dt

1
mjj+ mQ sin A+ Zm20 sin A + 2MIY _

oL oL
)5 =0

%) oy

y+2Qi’sin>\+% —0

Podemos usar & = x — . na equacao para x para eliminar os termos constantes:

i 20gsin A + %(gﬁ—xe) =0

é—mysmwr%:z:o

quando

Le

Usando uma variavel auxiliar u = & — 4y, retiramos o acomplamento entre as equagoes e econtramos:

RrQ?sin(2))1
29

i + 2iQasin A + 97“ —0

Fazendo u(t) = U(t) exp (irt), com r = —)sin A, encontramos uma equagao do tipo:

U+wU=0

com:

w2:

Sendo Q2 << Q%(Rr/l) e definindo w? = g/I,

w2:

% +O%sin? )\ — QQ% cos? A

wi — 92% cos® A

Periodo de oscilagao é:

T =

2 - 2
w \/wg—Qz%cosz)\
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(321)

(322)

(323)

(324)

(325)

(326)

(327)

(328)

(329)
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Questao 9:

Considere uma moeda de raio R e massa uniforme m girando em uma superficie sem escorregar. Suponha
que, apés um certo tempo, a moeda oscile com inclinacao # em relagao a superficie de apoio, e que seu centro

de massa esteja em repouso.
(a) Qual a velocidade angular w da moeda?

(b) Qual a frequéncia angular 2 do ponto de contato com a superficie?

Dica: na internet é possivel encontrar videos sobre Disco de Fuler, um disco de dimensoes maiores que as

da moeda, com modificacOes para minimizar o atrito, e que proporciona maior tempo de observagao.

Xa

Figura 14: Questao 9: moeda oscilando.

Solugao da Questao 9
(a) (Valor: 0,50)

De acordo com a figura, temos 2 referenciais:

e Referencial do laboratério (&, 9, 2), no qual o CM estd em repouso.

e Referencial da moeda (21, %9, #3) com centro no CM, que gira ao redor do eixo z com velocidade Q = Q2,

como ponto de contato PC em repouso.

A moeda gira ao redor de 23 com velocidade angular &Jpc moeda = WPC,moeda®s-

No referencial do laboratério, consideramos que:

o A velocidade angular de rotacdo do ponto de contato é wmoeeda, Lap = §22 10 CM.

o A velocidade angular de rotacdo do ponto de contato no referencial da moeda é &Gpc moeda = —WT3.

Portanto, usando (&1, &2, &3):

WpPC,Lab = WPC,moeda + Wmoeda,Lab

_WPC,moedaj3 + 0z

= —WpC,moedals + Q(cos O3 + sin Hiy)

(331)
(332)
(333)

Para encontrar wpc moeds, Usamos a condicao de rotacao sem escorregar e indicamos que a velocidade do

PC deve ser a mesma nos dois referenciais:
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v

rato
V=W - raio
VPC,moeda = WPC,moeda * R
VPC,Lab = WPC,Lab - 12 cOs
= QRcosf
VUpC,moeda = VPC,Lab
WpC,moeda * R =QRcosf

WPC,moeda = Qcos

Logo:
@pC,Lab = —WPC,moeda®s + 2(cos 0%3 + sin Oi)
= —Qcos b + Q(cos O3 + sin i)
= Qsin 04

‘ Wpo,Lab = §2sin 6o ‘

(b) (Valor: 0,50)

Para encontrar €2, vamos utilizar as seguintes defini¢oes:
Torque:

T = CE = CE +@x L
T\ \dt v
Lab corpo

Momento angular:

L=1I3
dr o
— =7 x F
dt
No ponto de contato, o torque é devido a forca normal N = mqgZ distante ¥ = —Ris.
dr
e —RZs X Zmg

= —Rmggsin(m/2 — 0)
= mggR cos 01

= —mgygRcos 0z

(342)
(343)
(344)

(345)

(346)

(347)

(348)

349

351

(
(350
(
(352

)
)
)
)

Para encontrar o valor do momento angular L, vamos calcular o momento de inércia I = I, lembrando que:

27 R 4
R 1
I3 = / dmr? = / or?dS = a/ / P2rdrdd = o on . —mgR?
M S 0 0 ’/TR2 4 2

Iy=1 + I, =21
I 1

L=2=

1 2_]‘ 2
2 —5 ide —*de

4
Logo:

- 1
L=Ig= Zde2 - Q sin 025
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Quanto ao torque, temos:

dL .
T = <dt> + &Lab x L
corpo

1
=0+ Q(2 x :;;Q)Zde2 -Qsind
1
= szde2 sinfsin(n/2 — )&
1
= QQZdeQ sin 6 cos 0%

Portanto, usando o médulo, temos:

7= L
T =|—
dt

1
szdez sinf cos = mgygR cosf

| 4g
Q:
Rsin6

g
=2
’ \ Rsinf
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Questao 10:

(Goldstein, Cap. 5) Suponha que em um pido simétrico cada elemento de massa tem uma carga proporcional
associada a ele de forma que a razdo e/q é constante — o chamado pidgo simétrico carregado.

(a) Mostre que se, tal corpo gira em um campo magnético uniforme, sua Lagrangeana é dada por L =
T— wq - L.

(b) Mostre que T é constante (o que é decorrente da propriedade da Forga de Lorentz de que um campo
magnético nao realiza trabalho em uma carga em movimento) e encontre outras constantes do movimento.

(¢) Assumindo w; muito menor que a velocidade angular inicial ao redor do eixo de simetria do pido, obtenha
a expressao para as frequéncias e amplitudes de nutacao e precessao.

(d) Qual a origem das energias cinéticas de nutagio e precessao?

Extra 7: o Levitron é um brinquedo conhecido como piago magnético, composto por um ima pequeno no
formato de pido e um ima grande na forma de anel, sob uma plataforma de pldstico ou madeira. Descreva o
efeito da levitacao magnética do brinquedo.

-

Figura 15: Levitron. Veja o video: |https://en.wikipedia.org/wiki/File:Levitron-levitating-top-demonstrating-
Roy-M-Harrigans-spin-stabilized-magnetic-levitation.ogv

Solucao da Questao 10
(a) (Valor: 0,25)

Sejam:
e Equagoes de Maxwell (CGI):
V.-E=4mp (365)
V.B=0 (366)
- - 10B
E _— =
VxE+ - =0 (367)
- - 10E 4drn-
B--2—2 ="
v x = (368)

ﬁqF+1@x§4 (369)

Seja Ao potencial vetor definido da seguinte forma:

V-B=0 =— B=VxA (370)
Entao:
- - 10B
E+-—"=0; 1
VX E+-—s =0; (371)
V x *+19(6><A’)—0 (372)
c Ot B
- . 104
E _— =
V><< +cat> 0 (373)
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A partir da ultima equacao, podemos definir um potencial ¢ como:

L 194 -
E Vo 4
+-= =V (374)

De onde obtemos:

. . 194
E=-Vd—- ——
\Y T (375)
Portanto
. . 104 1, - -
F—q —V‘P—EE—FE(UXVX ) (376)

Para o caso de uma particula de carga ¢ e massa m se movendo em um campo magnético uniforme B e na
auséncia de campo elétrico (E = 0), temos:

ﬁ:%@xﬁx@ (377)

-, -

(TxVxA),= WXA)—%NX

(20 (

(378)
) (379)

0A, 8A AI 0A, 0A,
= Uy O + v, O + < — Vg o ) _Uyaiy_vzw (380)
Sabendo que:
dA, 0A, 0A, 0A, 0A;
dt ot ol ox oy Jy tv 0z (381)
e
0 - 0 0A, 04, 0A
v-A A A A,) = 2 2
8x(v )= ax(vw e+ v Ay +vAL) Vo +vya + v, pe (382)
Podemos substituir os termos correspondentes e encontrar:
- o 0 - dA 0A
A €T _ T
(TxVxA),= ax( ) — T 2, (383)
Logo
gl o0, » dA, O0A,
F,==|—(W-A4) - — 4
¢ [896 (@-4) dx Oy (884)
d 1q - dlq 0 -
=~ L7 A )
Oz [c(v )} dt [c avz( )} (385)
Comparando com a definicdo de Forca Generalizada:
ou d [oU
@~ -5 i (a7,) o
Encontramos:
U:—%fl (387)
Entao
L:T—U:T+%aﬁ (388)
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e para um sistema de particulas:

q ST
=T+ ——[m;v; - Ai(7;
=1 — [m0; - Ai(75)] (389)

Agora, vamos olhar o momento magnético M e o momento angular L desse sistema de particulas carregadas
de cargas ¢; em um campo magnético uniforme B:

-1
M = %Qi(ﬁ X Uy) (390)
L =m;(F X ¥;) (391)
Logo:
v Ty q
M=TL r=— 392
; 5 (392)

I" é o fator giromagnético.
O torque T é:

W~ - - 4L
T:MXB:FLXB:E (393)
Sabendo que para um campo magnético uniforme:
I
A= §B X T (394)
A Lagrangeana, entéo, é:
q S T
L =T+ —[m;7; - A;(7; 395
L i Ay (395)
q L o la
=T+ — mﬂ/i-fom (396)
mc 2
—T+ QLmC [mié (7 x @-)] (397)
B .
=T+ 72qmc - T X MU (398)
A frequéncia de Larmor é:
. 4B
Wr=5— (399)

o0

(b) (Valor: 0,25)

Podemos calcular a energia potencial através trabalho W = AT da Forca de Lorentz (apenas o termo
correspondente ao campo B):

F=

oI

(7 x B) (401)

Em coordenadas cilindricas (7, o, 2), B=DB3 7= vo, ¥ = ri. Entao:
O trabalho W devido a um intervalo de tempo At é:

AT =W (402)
- % (F-oar) (403)
= %(a x B) - 5At (404)
= %UQB((;S X 2) - QAL (405)
- quB AL - ) (406)
=0 (407)
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Logo, a energia cinética T é constante.

Considerando os anguilos de Euler (6, ¢,v) e Is = I1, vamos calcular explicitamente a Lagrangiana.

Seja:

W = (w1,w2,w3)

= ((ﬁsinﬁsinw+9'cos1/1,q.53in9cosw - 9sin¢,gf)cos9+1/})

(408)
(409)
(410)

Inicialmente, calculamos a componente L, do momento angular do piao simetrico(l; = Iy # I3) carregado :

Lz

= ([wy, 1w, I3ws) - (sin  sin v, sin 6 cos 1, cos 0)

= I (¢sinOsin )y 4 6 cos ) sin O sinp + I (¢ sin 6 cos ) — 6 sin ) sin 6 cos 1+
+ I3(¢pcos B + 1) cos §

= I (¢sin? ) + I3(¢? cos? 0 + 1) cos 0)

= G(I, sin® 0 + I3 cos? 0) + ) cos O

L.

A substituindo todos os termos na definicao da Lagrangeana, temos:

L=T-&" L
1 1 1 . 7
= illw% + §Igw§ + 5[3(4)% —wz-L

= %Iﬂ(d}sin@sind) + 0 costh)? + (¢sinf costp — Osinih)?] + %Ig(gi)cosﬁ + )% —
- wlq-S(Il sin® 6 + I5 cos® 0) — wlz/} cos

Como as coordenadas ¢ e ¥ sao ciclicas, seus momentos angulares sao conservados:

oL

Doy = @ = Ig(éCOSQ—i—i[)) —wilzcosf = Ia
oL . 9 2 ; . 9 2
Dy = % = ¢(I1 8in“ 0 + I3 cos” 0) + 15 cos @ — wy(I1 sin” 6 + I3 cos” ) = I1b

(c) (Valor: 0,25)

Podemos encontrar uma relagao entre as amplitudes a partir de:

la= Ig((i)cosﬁ + ¢) — wil3 cos @ = Isws — w3 cos b

I I
w3 = Jia (1 — I—?’wg cos9>

Ig 1a

|W3|—‘IIGH (Igwl) 59‘

Podemos encontrar a expressao para ¢ e 1 da seguinte forma:

Iia= Ig(q'ﬁcosﬁ + 1/1) —w

Ila

§= (1) (b wr)cost

I1b = (I sin 0 + I3 cos? 0) + 15 cos O — wy (I sin’ O + I3 cos? )
. I

= ¢(I; sin® O + I3 cos® ) + [(Ila

3

= (b(]l sin? @ + I3 cos? 0 — I3 cos® ) — wy(I; sin? @ + I3 cos® O — I3 cos® ) + I acos b

> —(¢— wl)cosﬂ] I3 cos 6 — w (I sin? § + I5 cos® 6)
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(429)
(430)
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(432)



I sin2(q3 —wy) =IL1b—Tacosf
b—acosf

b — o
¢ ! sin? 0

)= (Ila> — (¢ — wi) cos
I3

Iia b—acosf
== - + — cos 6
( I > (e sin? 0 i)

= Ilacos@<b_a2>
I3 sin® 0

No caso de w; << w3

Ila Igwl Ila
Wy =G ) el =155
1a

a = *(Ug
L

onde a ¢ a frequéncia de nutacao.
A frequéncia de precesao é dada por:

b—acosf
sin®
(d) (Valor: 0,25)

fﬁ:wﬂr

~ wi(1 — cosat)

(433)

(434)

(435)
(436)

(437)

(438)

(439)

(440)

Dados momentos pg = I1b e py = I1a sdo constantes do movimento, para haver conservacdo da energia
cinética, a redugao da velocidade de rotagao do piao carregado implica em precessao e nutagao. Veja a equagao:

Ila Igwl
lws| = ’ H os@‘
Ila

Podemos perceber que, como I;a deve ser conservado, a redugdao em ws acarreta no aumento de 6 —

(441)

logo ha

precessao (devido ao torque que o campo B aplica ao pido) e nutagao (devido a pequenas variagdes na posigao
do momento angular L do pido em relagao ao seu eixo de simetria).

36



