@ — aVu

ot

Equacao de difusao

Deducao em 1-dimensao




Victor Sacek IAG/USP

O que é ditusao
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Difusao

« E um processo de transporte de massa

ou de energia que ocorre em regioes
onde existem diferencas de
concentracdo. O transporte por difuséo

da-se de regides de alta concentragcao
para regides de baixa concentracao.

o O transporte por difusédo é quantificado

pela densidade de fluxo ¢, que é a
guantidade de substancia ou energia

transportada por unidade de area por
unidade de tempo.

https://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion
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Primeira Lel
de Fick

Adolf Fick (1829-1901)

https://en.wikipedia.org/wiki/Adolf Eug

e Para muitos problemas fisicos, a difusao segue a primeira
lei de Fick, em que o fluxo € proporcional a variacao da
concentragao e ocorre no sentido contrario a concentracao.

e Em 1D:
du
U 4 7
/¢ B du
b= adx



https://en.wikipedia.org/wiki/Adolf_Eugen_Fick

Densidade de tluxo

O transporte de massa ou de energia € quantificado pela densidade de
fluxo.

A densidade de fluxo @ é a quantidade de material ou energia que
atravessa uma unidade de area por unidade de tempo.

Por exemplo, se a concentracao € dada em kg/m3, a densidade de
fluxo & expressa em kg/m?2/s:

S oM 5 oM

U — —— R

oV Aot

[kq] [kg/m3] [kg/m2/s]

Quantidade ~ Densidade
de matéria Concentragao de fluxo



oM SM

Adt U=5v
[kg/mz/s] [kg/m?3]
Densidade i
de fluxo Concentracao
6= —a"
dx
Q
Im2/s]

Difusividade
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variavel no tempo ¢ = r
e no espaco
5 Area da secdo
< > A
x T+ ox
Volume: oV = Aox
No instante ¢:
du(x,t
Fluxo emx:  ¢(x) = —« uc(f’ )
L
d ox,t
Fluxo em x 4 ox: ¢(r+0x) = —« ulz + 0z, 1)

dx
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> ¢ — _Oé%
S mmv »
* x + ox
6(z) = —a 2 b+ b2) = —a ST+ 021

Entre os instantes ¢ e ¢+ 0t, uma certa quantidade

de substancia entra no volume em x e outra quantidade
sai em T+ 0x

Entrada em x: o(x)Adt

Salda emx 4+ dx:  ¢(x + dx)Adt
OM = ¢p(x)Adt — P(x + dx) Adt

Variacdo total de substancia:
— [¢(x) — o(x + dx)| Aot
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¢
\J }/
T T+ ox

Quantidade total de substancia no instante

r,t) + u(z + oz, t)
2

Mty = v

Quantidade total de substancia no instante ¢ -+ 6%

u(zx,t+ 0t) + u(x + dx, t + 0t)
2

M(t + 6t) = 6V



X 0x

L+ 0x

Pela conservacao de massa temos:
oM = M(t+ dt) — M(t)

() — ¢(x + 57)] At =
e u(x,t+ 0t) Fu(x + 0z, t +0t) wu(x,t) +ulx +dx,t)

2 2

du(z,t)  du(z + oz, t)
Como @(x) = —a e o(r + 01) = —a -
N du(x 4+ dx,t)  du(zx,t) Ast —
dx dxr ]

gy | W@t +0t) +ulz + 0zt +0t)  ulz,t) +ulz +0z,t)

2 2




T 0x >x+5x

— < —_
N du(x + dx,t) du(x,t) A/ —

dx dx

u(x,t+0t) +u(x + dx,t +6t)  w(x,t) +u(x 4+ ox,t)
2 2

Aox

du(x+dx,t) du(x,t)
dx dx
oY —

0x

u(z,t+0t) —u(x,t)  u(r+ox,t+0t) —u(xr+ow,t)

20t 20t
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z, 0x T+ 0x
{du(az—l—ém,t) du(x,t)}
dx dx B
- 0x B
u(z,t+0t) —u(x,t)  u(r+dx,t+6t) —u(x+ow,t)
20t | 20t

Para 6t —= 0 e ox — 0
0’°v  10u 10u

or2 20t ' 20t

Equacgao de
difusao
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Equacao de difusao

Deducao da equacao em n-dimensoes



Primeira Lel de Fick

 Para muitos problemas tisicos, a difusdo segue a primeira
lei de Fick, em que o fluxo € proporcional ao gradiente da
concentragcao e ocorre no sentido contrario a concentracao.

e Em 1D:
du
U 4 7
/b B du
b= Oéda;'
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Primeira Lel de Fick

du

Em 1D: ¢ = C’éd
x
Em n-D: b= —aVu

Vu: gradiente de u

. O
Em 2D Vi = ——i + 23

e 3D: v = 2% 4 9y, Ou
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Variacao de uem um certo

volume (3D) ou area (2D)

Q:/VudV




Deducao da equacao de
difusao

teoremwa oo
J divergente




Deducao da equacao de

difusao
%:—V-gg COMo gz—aVu %:V-(aVu)
Se « é constante % = aViu
V2w : laplaciano de u
Fm 2D: V3u = gig | gzg
= 3D V2 — 0°u | 0% u | 0% u

ox2  Oy?2 022



1D

2D

3D

Equagao de difusao

2
875 —aV

Ot “ Ox?
@ 0% | 0%
at  \ 92 T 9y

@ 0% u | 0% u | 0% u
ot \oxZ o2 | 922
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Equacao de difusao

Solucoes analiticas




Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

ou 0% u
— (Y ——

ot Ox?

Utilizando-se o método de separacao de variaveis temos:
u(z,t) = X(z)-T(t) (1)
Substituindo (1) na equacao de difusao:

X (2)T'(t) = aT(H) X" (z)



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

X(x)T'(t) = aT () X" (x)

1T'(8)  X'(z)
o T(1)  X(x) _Cv\ @)

Constante de
separacao de variavel

A equacao (2) tem solucoes de forma diversa dependendo se

C >0 , C =0 ou C <0



Solucao da equacao de difusao pelo método

de separacao de variaveis no caso 1D
Th_X'@
aT@t)  X(@)

Assumindo que C' = A% sendo A um nUmero real ndo nulo

Para (C > O:

Temos que
1 T (t)

aT(t) 2

T — X°aT =0

Busca-se uma solucéo da forma T'(t) = e?* para esta EDO homogénea.



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

2T~ X@) ]

Para (' > 0:

T — XaT =0
T(t) = e T'(t) = pe
pePt — N2aelt = ()
eP? (p — >\2a) =0
» = \a

Assim uma solucao geral seria dada por:

T(t) = N ot



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

Para (C > O:

X//
~ =N X=X =0

Busca-se, novamente, uma solugao da seguinte forma: X(z) = e?”

el — N2 = () — e?” (CI2 — )‘2) =0 7 g==A

Temos assim duas solugdes particulares: X1 (x) = e e Xo(x) = AT

tal que a solucao geral pode ser dada por:

X(x) = ver 4 e~ M



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

Para (' > 0:

w(x,t) = (ve + e~ ") N o

Porém esta nao é
uma funcao limitada



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separa¢ao de variaveis no caso 1D
51Tﬁ)”X%5’”‘

aTH) X

Assumindo que (' = —)\?, sendo A um ndmero real nao nulo

Para (' < 0:

Temos que
1 T’
- = -\ ST +aX\T =0
T(t) = e T'(t) = peP

p@pt alePt = (0 — eP? (p + Ck)\z) =0 —p= —a\?

T(t) = e o



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

Para C <0 : o T~ X(2) |
//
Ay S X"+ XX =0

X

Busca-se, novamente, uma solugao da seguinte forma: X(z) = e?”

%qQZ—)\Q — q = A\t

X(CIZ‘) _ ’76)\i$ 4+ 96—)\2':13
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Solucao da equacao de difusao pelo método
de separagao de variavels no D

Para (' < 0:



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

U({L‘,t) _ (76)\7@ 4+ 6)6—)\2'33) e—oz)\Qt
Formula de Euler:

eMT — cos AT -+ 1 sin \x e ME — cos A\ — 7 Sin A\

u(z,t) = (Dsin Az + F cos \x) e~ ON't



Solucao da equacao de difusao pelo método
de separacao de variaveis no caso 1D

Para (' =(:

1717

—— =0T = _
a7 0T T 2T =4

X//
?:O —+X"=0 - X'=B >X=Bx+C

Assim: -

u(z,t) = A- (Bx + C)
u(z,t) = ax +b \
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Equacao de difusao
Aplicacao no contexto de conducao térmica em
solidos




Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

Ou _ 0% ]
ot &@xQ
..... O — \V/ E O L /\ >
Condigdo inicial  u(z,0) = f(x) Vz € |0, L] 0 T

Condicao de B B
contorno u(0,t) =u(L,t) =0 V>0

u(xz,t) = (Dsin Az + E cos Ax) e~ N

/oA
sin(AL) = 0 0 poisu(0,t) = 0

k
ANL =k A= —
m — T



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

ug(x,t) = Dy sin()\aﬁ)e_o‘)‘Qt

k 2 2
= Dy sin %x et
O
f(@,t) =) up(w,t)
k=1
O
k 2 2
— Dy, sin %w e st



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

= Zuk(m,t)

k2ﬂ2
/
E Dksm—a;' e~ ¢ L2

k
Z Dy sin wa



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

f(2.0) = f(z) = 3" Dysin " a

k=1

Comparacao com séries de Fourier: 2T

0 0 e
f(x) :/a/(j'JrZakc S kux + by, sin kux

k=1

2T

2
b = —/f(x) sin k—xdx
p ./, p



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

2 2
bk:—/f( )smk—wa;'da;

krx

Dy = b = / f(x) sin —dm



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor

kmax 1S ()
/ f Sin—dx
Fungao Fungao ety /\ >
impar impar —L 0 L@
A
Fu ngéo Exemplo de
par funcao par
- /—\ /\ |
/ f(x Sin—da’; —L 0 L x



Exemplo de aplicacao:
EQuacao de calor
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ot
u(x,0) = f(z) Vael0,L]

u(0,t) =u(L,t)=0 V>0

k2ﬂ2

= .k o
szrt) =3 Dsin Mg oo
k=1

2 [* k
Dk:f : f(x)sin%xdx




