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Analise Descritiva Multivariada
Elipsoides de Dispersao e de Confianca, MANOVA
Metodologias Classicas de reducao de dimensionalidade: Ynxp; RP > R"
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ACP (m=<min(n,p)), ACoP (m<min(n,p)), AC (m=<min(l-1,J-1)), AF (m<min(n,p))
AG

AD (msmin(n,p,G-1)), ACC (msmin(n,p,q)) ,, - qu Yantitag;,
SolugBes Duais (™, RPxP, {M) - Representagdes Biplot < obs“l) i~ as
PCR (Regressao via CP), PLS (Regressao via MQ Parciais) ~~._ o S,

fa S

Integracao de Bancos de Dados - Diagrama de Caminhos (Grafos)

Caso: n << p (big p): Solucdes Regularizadas e Penalizadas

— Componentes Principais (ACP)

= Andlise Discriminante (AD) Métodos via Fatoracédo de Matrizes
— Correlacdo Canénica (ACC) e via Modelos de Regressao!

Caso: observacgoes “dependentes” = dados de familias
(individuos e seus familiares)

= Componentes Principais de Herdabilidade (PCH)



Matriz de Dados

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Yy Yip
2 Y21 Y2 Y Yap
I Yin Yi Ylp
n Y1 Y2 Ynj an

. Ja y;
» Amostra Aleatdria Simples de n-Vetores em $RF Vimos Véri
So 08 reg
id Obse 4 formg; Ultadog
nxp . p . rvagﬁe . a/'Za 3
YnXIO eR";, Y eR ~ (,u,Z) S Indepené:ao de
€nteg
Casos (A4sn),
mais . , . ~ N, xp
gerais: = Considere G Amostras Aleatdrias de observacdoes em R

(AASG) (9:1,---,G;Zgng =



Motivacao — Dados de Base Familiar
Projeto Coracoes de Baependi, MG

Mapear “Genes” associados a fatores de risco @, .
cardiovascular na Populacao Brasileira \/J . i?;@%?f:-
el
L
S )
-Amostragem de domrlglﬁlﬂlggqﬂe Baependl MG (2006 ) 7 Baependi, MG

,,,,,,,,,,,, ——scj
5

. Tamanho das famlllas. 21+26
= Geragbes: 2-4

= NUmero de filhos: 3+ 2

= NUcleos familiares: 631

» Género: M(43,5%) F(56,5%)

Familia: 5 membros
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Nos membros de
todas as familias,
muitas variaveis
foram avaliadas
(fendtipos, genatipos,
dentre outras).
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Motivacao — Dados de Base Familiar
) 2

_ _ S Familia g
Y ObservagOes em RP correlacionadas devido a
X oy . -,
P estrutura familiar (grau de parentesco entre individuos) 3 @ I 6
Familia Unidade Amostral ) Y, Y, 7
/1\ Sl Yy Yy Yy — Modelar a dependéncia entre
1 2 Yo Yo Yo observagbes do mesma familia (cluster):
\ Matriz de parentesco
1 n, Y111 Y101 Yimp 1 2 3 4 5 6 7
Meédias da Familia 1 Y Yo Ylp 1 1 0 1% 1 1 0 v,
2 |0 1 % Y% Y% 0 W
G 1 YGll YGlZ YGlp \P — 3 15 15 1 15 15 0 1,
G 2 You o Yo Yozp R A V) 1 % 0 Y
5 |v% % % Y1 0 %
G N Yola, Yoo, Yae, 6 o o 0o 0 0 1 %
Médias da Familia G Yer Yoo YGp
— v = = 7 Ya Ya Yao Ve Yo W1
Vetor de Médias Geral 1 Y, Y.p
_ G
Lann - IG ®g:1 LPg

— Modelar a dependéncia entre observacoes do
mesmo individuo (vetor em RP): Matriz de correlacao
entre variaveis (Zp) anxnp = ‘ann ) DX P




Variaveis Aleatorias Multidimensionais

= Matriz aleatéria (Gupta and Nagar, 2000): 0es
( P g ) 0 u\ 2G a\_\las

o
Formulacao matricial \’&6m Formulacgao vetorial

Voo =(Yi) €R™% Y~ N, (M;¥®5);  vec(Y)  ~ N, (vec(M); ¥ ®X)

— 4 . 7 .
Mnxp —1n/1px1 - matriz de médias

vec(M )nloxl =1, ®u,, :vetorde médias de n observagdes em p variaveis \
ive

o fleX

(‘ann ®prp)npxnp : matriz de covariancias Form“\?qa giferente® .
3 n
P node'29®

Matrizes de covariancia Estruturadas: entre individuos (V) e entre variaveis (%)

| rl '
W=l Z=n 0 lwol s Bo(1m )1, + Ly :xp=@§:1[(1—p)|n L pl 1 }; £=(0,)
g [¢] g l

Observagoes e Observag0Oes independentes Correlag&o uniforme Correlacéo néo
variaveis e correlacao uniforme entre entre observacoes estruturada
independentes as variaveis agrupadas em G entre variaveis

grupos



Matriz Aleatoéria
B

= Amostra Aleatoéria de n—Vetores em SRP a "imos_,
'd

Y., €R"; YeiRp (ypxl,szp)

= Amostra Aleatoria de n-Vetores em RP tal que n=>n
n-Vetores estratificados em G grupos e com
Correlacao entre Observacoes dentro dos Estratos (grupos)

—— Y
Grupos Unidades Variaveis . 1
amostrais 1 2 j p Yn><ID =1 ...
Y11 Y12 Yy Yip
1 YG
Y21 Y22 Yo Yap
I YIl Y|2 Yij Yip Yg(n ><p)
) 0 e i
n : .
nl n2 nj np n= Z ng
g=1
nx n ><pIld ’ug (”gXp) _ 1ﬂg ®'up><1
Yooy €5 Yy €9 (#1392 Q — Y ®F
g(ngpxngp) — g pxp




Matriz Aleatoria — Componentes de
Covariancias em $RPXP

= Amostra Aleatdria de G-Grupos em R™" (g =1,.--,G;Zg n, =n)

iid /ug (ngxp) :1n ®ﬂ;‘)xl
nxp . Ngxp ] g g
Ynxp cR ) Yg e R (/ug,Qg) Qg(ngpxngp):qjg®szp
i G ’
Y _ ( %0 ) Hnp = (®g=11ng )®zupx1
nxp /unxp’ npxnp /7 s s
i gy =Py (LPg ®prp) - (G_)g:l\Pg )®szp
Decompor RP* em Y =3 4%
Componentes de Covariancias px"l ° Wl
_(® _(C
Qrp = (P54 P, )OO = Q=(OF ¥, )®Z,+1, ®F,

2 componente da covariancia associado a dependéncia entre as n-observacoes
2- componente da covariancia associado a independéncia entre as n-observacoes



Componentes de Covariancias em RPxP

npxnp = 0 . ® ZB T . ¥ ZW

A matriz de covariancia X €& decomposta em dois componentes, um
associado a suposicdo de correlacao entre observacdes do mesmo grupo
(Xg: matriz de covariancia ENTRE grupos) e outro associado a

independéncia condicional entre observa¢gbes dado o grupo (Z,,; matriz de
covariancia DENTRO de grupos)



Componentes Principais em Modelos de
Componentes de Covariancias

Cov(Y,)=Q, =¥, ®%,+1, ®T,; Zy+3, =1

aX,a o L o
PCg = max, , — : dire¢do com maxima variagao entre grupos
~ aa
ax,a . L .
PC, = max,, , — : direcdo com maxima variagao dentro dos grupos
aa

7

aX,a aX,a L o
PCH = max, . P = maxz%za_1 3 . direcdo com maxima variacao entre e
W A= _ ;. . ~
azxa aZya minima variacao dentro de grupos
@ Obter estimativas dos Componentes de Covariancia! Como séo essas
R ~ estimativas sob o
25, Xy modelo MANOVA

classico?



ANOVA — Efeito Fixo e Aleatorio  con,” siin,
Ygi ,ng +egi

= U+,

Modelo ANOVA de Efeitos Fixos

S ‘/ Restricbes de
Z 7, =0

=i identificabilidade.

iid

“(0:07)

iid

:Ygi~(,ug;02)
> 0 0 0]
0 o2 0 O
Cov(Y._. )= = ol
V( n><1) O O 0 o n
0 0 0 o]

t/l/a
R Val‘/ nteS S
eCO rdan j’;cl 9” > de
— C
5..,n;,;0=L1..,G 8300:7

Modelo ANOVA de Efeitos Aleatoérios

e
Tg~(0;0'§) My = H+T, ~(,u;0'§)
e ~(0iow) 7, Ley ente de

g g
a
o5 (c;:?a ep de G oVaV‘a“C‘
~yarian

=Y, (,u o —GB+GW)

GB+GW, i=ig=¢g’
Cov(Yg,,Y ) of;  izig=¢’
0; izi',g=#qg’
[ &° oz 0 0 | 1 p 0 0]
2 52 0 0 1 0 0
COV(Ynxl): L 2 =0 g |
0 0 .. o 0 0 .. p
0 0 o 02_ 0 0 p 1)

=2 Coeficiente de correlacéo
Og t Oy intraclasse



Modelo ANOVA de um unico
Fator Aleatorio (componentes de
variancia), sob Normalidade:

. q
py=p+zy ~N(p;03) psy 0!
Distribuic&o H H Ho Ho
condicional de Y:
PRI B
= Y4 19~ N4y, 0y
\
I I
Yll lLll le... Ygi | g =1
Ow
— i i Y ige
v, Heov, . i 19=

Sob H,, os modelos de ANOVA

. 2 . _ ~ com um fator aleatério ou um fator
HO - GB o O g HO . /ug =H ~ fixo séo equivalentes (mesma

~ tabela ANOVA)




€c
z;g":/ado o Casg
Tabela de AN OVAmof;’;’,‘”Va/e,;‘eNOvA 0ps7
Os q. Dara
oy ey Os
Hyioe=0 < Hyip,=u Ufhfaz‘o,»a,;)efil"orﬁx
O’;I.f\.l
FV. gl SO QM F
_ QMGr
Grupo G-1 Sb = Z r (Yg _Y )2 QI\/IGI’ = Sb /(G _1) QM Res
Residuo n-G S, = Z(Ygi -Y,)> QMRes=S,/(n-G)
gi
TOTAL 1 Sr=D (YY)

gi

N, = I - Dados balanceados

E(QMRes)=0,, =

E(QMTr)=0y +ro; =

Estimadores ANOVA dos

6. =QM Res

compone

52 _ QMTr-QM Res

B

r

ntes de variancia

F ~ F(G—l),(n—G)



Componentes de Covariancias em RPxP
Estruturas para ¥ em $R™n

= Correlacéo Uniforme entre Observacoes (Simetria Composta ou Equicorrelacao)
(Konish and Rao, 1992)

nxp . ng P id . /ug (ngxPp) :1ng ®/Llé px1
Y”Xp €N ! Yg :Y”gxp e R N ('UQ’QQ) (@) :Tg ®prp

g (ng pxng p)

(2=3,+%, se g=¢’,i=1i
COV(Ygi,Yg,i,)(po) = ZB se g= g’, i’ -
0 se g=q,i=l

¥, =11
DEDIEDM

“

=cov(Y,) =0, =(1ng1ng’)®zB +1, ®F,

Ng Pxng P

iid

=Y, - (1%@#;;99 =1, 1, )2 +1, ®zw)

nxp

=Y, ~ (O5L, ®u); Q=050



Equivaléncia analitica

EFstimadores MANOV A entre MANOVA com um

i Fator Fixo e MANOVA
] ;.
’. . ' com um Fator Aleatorio
=Y, - (1ng ® 1,0, = (1,1, VT +1, ®zw)

(sob equicorrelacéo)

Tabela de MANOVA:

F.V. g.l. Matriz de SQPC
Tt G1  H,,=Yn, (V,-V)(Y,-Y) =5,
g=1
Residuo  n-G Ep = ii(Ygi Y, )(Yy -, )’ =S,
g=1 i=l
TOTAL  n-1 H+E= i > (Yi=Y)(Yg-Y )'
g=1 i=1

Sob H,:u = g=1...,G
0 'ug 2 Y Estimadores MANOVA dos
componentes de covariancia

S, _ S _ 2 |
E(n—Gj:zW’ E(Gil):ZW+nOZB n n [;ng nj

° G-1




Componentes de Covariancias em

SRPXP

Sob Correlacao Uniforme entre Observacoes

Estimadores MANOVA dos

compon

entes de covariancia




Componentes de Covariancias em RPxp

Sob Correlacao Uniforme entre Observacoes

Konishi and Rao, 1992; Oualkacha et al., 2012)
iid R

—_ r. _ ! . _3 3
=Y, ~ (L, @40, =0, 1, )%+ 1, %, )i Ty, =5, +5,
PC, = max, 2 a'a=1 Direcdo com maxima variacdo Entre grupos
a's,a , L . -
PC, = max, ——, a'a=1 Direcao com maxima varia¢ao Dentro de
a'a

grupos

a's a N a'[iB+iW}a

PC; = max, =max, , a'a=1 Dire¢do com maxima varia¢do Total
a'a a'a
T T T T T T T o S o ata |
a's.a a I e
| 1 . ~ ;. .~
, PCH = max, a'[i +Bi ]a = max, a'iBa’ 1 @Zya=1 Direcdo com maxima variacdo
'O*\Q(\Ee ________ B w e T v Entre grupos e minima
P~ | d¢ variagdo Dentro
0% 5% 4008



Componentes Principais em Modelos de
Componentes de Covariancias

Correlacao uniforme

equicorrelacao
_ (eq ¢a0)

4 **/
L,V +1, ®2W)< )

iid

=Y, ~ (1, ®4:9, =,

PCH — max d 2Ba . : Componentes Principais de Herdabilidade
| a a’i a (PCH direcdo com maxima variacao Entre e
e W minima variacdo Dentro de grupos)
« n—| Y n?/n
N S & -1 Sb S [29: g ] OS/DC
:>2W - W , B:no - W n0= COrI. Hd d
n-G G-1 n-G G-1 coelacoy,, %ados
S pon g S (s
dll'ep ndem \ Ob **)
D/SC es daA ,aS
”77/[7 Naljs
IndeD antes e

Obter os autovalores e autovetores (V) de 2 12 — PCH =YV




Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Solucoes Regularizadas

Direction between families \
I

_f.l' i :'\.-"r '
Iﬁl \J ,/-\\P_,./"l\j}/
N U _ r’“:,/—-{\ J
\f——— _4‘\_/ Direction within families (Wang, 2007)

Elipse vertical: corresponde a variabilidade dentro dos grupos (familias)
Elipse maior: corresponde a variacdo entre grupos (familias)

R ' & Solucao
PCH ., = max a 2,2 — max a 25a Regularizada
A a,A>0 | a 2 a,A>0 &
a'S,a+A|a] al|S, +a1;Ja  (<<p). Como
estimar o
A=0: solucédo néo regularizada do PCH parametro de

A=00: solucdo do PCH proxima a solugao para Xg.(maximizagao entre grupos) regularizacdo A?



Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Solucoes Regularizadas

Algoritmo para estimacéao do parametro de regularizacéao A

Passo 1: Particao dos grupos em dois sub-grupos: Grupo 1 e Grupo 2.
(Repetir L=50 vezes)

A -1/2
Passo 2: Grupol: para 1=0.01, obter o j-ésimo autovetor V&' de (ZW + 1 p) .
Sera necessario substituir os autovalores negativos por “0” (Amemiya, 1985).
GrupoZ2: obter as estimativas EAJ(BZ)', ZAl\(,f)' ;

Passo 3. Repetir para A = 0.01, 2, 4, ..., 1000. O parametro de regularizacao é estimado
como:
OI'$ @y O
VJ& ZB V_lﬂ/ . , aliBa
, PCH, =Ya;max, —
! a'[ZWJr/%CVIp]a

1 L

Aoy =argmMax, =
cV A " A
WIS (2N 7 @



Y  Observacgdes correlacionadas devido a estrutura

Correlacao Familiar

P tamiliar (grau de parentesco entre individuos)

Familia Unidade Amostral Y, Y, Y,
1 1 Y111 Y112 Y11p
1 2 121 122 12p
1 n, Y1_n11 Yﬂﬂ? Y’I_n’lp
Meédias da Familia 1 Y Yo Ylp
Yi,
G 1 YGll G12 Glp
G 2 YGZl YGZZ YGZp
G nG YG_nG1 YG_n(‘7 YGE(‘n
Médias da Familia G YG1 Yez YGp
Vetor de Médias Geral Y, Y, Y,

Matr,

COVas

Ovar; ci

9erg/ o p 0273/'3
S.]

= Cov(Y,) =0, =¥,

g

Modelo de Componentes de
Covariancia

§<DZB+Ing DI

Matriz de parentesco (nao € uniforme)

® O

7

1 23 4 5

1|11 0 % Y% %

2 |0 1 % % %

3 | »n 1 Vo Y

T4 lv owow 1 %

5 [ % % 1

6 |0 0 0 0 O

7 Y% Yo Y Ve Y

O—1 .
Familia g

O O O O O o

7
Ya
Ya
Ya
Ya
Yo
%

1




Componentes Principais-Componentes de Covariancias
Correlacao Familiar

Estimadores MANOVA do Modelo de Componentes de Covariancia: sao funcoes
lineares de S, e S, (Oualkacha et al., 2012)

z - S,/(G-1)-S,/(n-G) |
> (r,-7 I (G-1)—(r,~7,)/ (N-G)
1 S (. —7.)
“ (n-G) " (n-G) °
G G G G 1
n:zng, ’Z'a _ZTa y Tb :ZTb y TC :Z_Tb
g-1 g1 o1 g1 Ny
r, =2Trace| ® |, 7, = 2) > (@),



Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Correlacao Familiar (de Andrade et al., 2015)

Aplicacao: Projeto Coracdes de Baependi (MG)
n=1.109 individuos de G=80 familias e p=8.764 variaveis genéticas (SNPs)

: a'Sa asS.a
PC sob Independéncia: PC = max, , —— PCH = max, , , ——2— S
aa s a's, a 50
e,
- %0\\) \a"\‘\\a
= o ] ac\@@
g ‘
8 - o o o
- %ﬂ‘@ o ‘o = of % ;
g r}; - o o o o?‘so; & i?@
| ®o pcr 2 © o8 (?o O\,%oo :o; g%b
$ | &?%‘%’ %%D 9 i > (o] O &@) c.;-ooooo
@C% o | &° = e b c?%@
o ﬁ ""I-’ = Oq%o(ébu f@o
; T I T T I T T T T
-0.05 0.00 0.05 0.10 -40 -30 -20 -10 0
Proporcéo da variancia explicada pelos PC1 e PCH1
-t T
CP 1 2 |! 3 4 5 6 7 8 9 10
S 0.022 | 0.014 :0.008 0.0069 | 0.0068 | 0.0061 @ 0.0059 | 0.0055 | 0.0053 | 0.005
SwiSg 0.086 | 0.070 :0.035 0.031 | 0.028 | 0.026 | 0.0255 | 0.0249 | 0.0246 | 0.0239




Componentes Principais-Componentes de Covariancia
Correlacao Familiar

PCH1 x PCH?2
=
m pu—
VDo
= 0@0?%' 5
@ @ B
[To) ca
i i 0‘%?00"%8%«0 :
o o o C
= © ﬁ’} oOoo
] fes " Orfb °] %b
) o ®
B ;
L 50 (@O
T T T T T
40 =30 =20 10 0




Componentes Principais-Componentes de Covariancias
Correlacao Familiar

Aplicacao: Projeto CoracOes de Baependi (MG)
Componentes Principais da Sindrome Metabdlica (doenca multifatorial: p=6)

Calcular o PCH1 (variavel latente da SM)

, . . . !
_ Obesidade Truncal ) : Glicosez Yg ~ (1ng lug ’\Pg ®ZB + |n ®ZW )
- .
@:i fs 'S 4
=0 I I I e SO gl | , I . max, ——— B PCH =a'Y,,
= 60 =0 100 120 140 180 “° o © 100 200 ° 300 400 '
_ _ _ _ a ZW a

*° Triglicetides S gD

Var. ObTr Glic Triglic HDL SBP DBP PCH1
P 0,16 0,12 0,35 0,30 0,18 0,13 0,36
p(Y,PCH1) -0,23 -0,34 -0,93 -0,28 -0,35 -0,39

vensity
0.004

0.010 0020

0.000
0.000

LI ) I LIS L] 1
20 40 80 80 100 120

PA Diastolica Gé

Coef. de correlacéo
intraclasse

2 2
Og + 0Oy

vensity
0000 0010 0020
Density

0.000 0015 . 0030

g T T — 1
a0 80 100 120




Componentes Principais em Dados de Familias
Minicurso: Oficina - R Visug,

= Gerar dados com estrutura familiar aleatéria com vetor de médias e matrizes de
covariancia conhecidas (p=2)

30 familias de tamanho 20 e p=2 variaveis

2. r.
Y, €955 Y, ~N(L, 4,37, @, +1,053, |

518
= Obter as estimativas das matrizes de covariancia e os
seguintes Componentes Principais (a'Y): %7% '45%91 0
a'>.a
B
max 0 9 T 3R 3 23RBS

"a'y,a

Exemplol: X5 e X,, com correlacgdes positivas (0,30 e 0,25, respectivamente) e variaveis
(fenotipos) com correlacao intraclasse moderada (0,40 a 0,70).

Exemplo 2: 5 e %,,, com correlacdes de sinais opostos (0,30 e -0,25, respectivamente) e
variaveis (fendtipos) com correlacao intraclasse moderada (0,40 a 0,70).

Exemplo 3: X5 e Z,, com correlacdes negativas (-0,90 e -0,80, respectivamente) e variaveis
(fendtipos) com correlagao intraclasse moderada (0,40 a 0,70).



Componentes Principais em Dados de Familias

Oficina - R

Exemplo 3

Exemplo 2

Exemplo 1

0-

20~

10-

2 odiousy

W

A\
a

N7

2%

N

i R ,v,. ,,,, A
\ % SRk 8
\ \ AR
G ) X\ .
\ S TS \
X \ =\
) =

N OB
'.,

\
1

|
2

AT
|\

20~

-30-

20

-20

fenétipo 1

fendtipo 1

fendtipo 1

Vermelho: CP maximizando a variabilidade ENTRE familias (Sg)

Azul: Componente Principal de Herdabilidade (PCH: maximiza S, 'Sg)

Preto: reta de MQO



