
Solução da Equação de Ondas com Fontes Variáveis no Tempo

[J.D. Jackson; Classical Electrodynamics, Sec. 6.4]

→[Bo Thidé; Electromagnetic Field Theory; Sec 3.5.1]

Transformada de Fourier – recordação

𝑓 𝜆 =
1

2𝜋
න
−∞

+∞

𝑒𝑖𝜆𝜏𝑓 𝜏 𝑑𝜏 ; 𝑓 𝜏 =න
−∞

+∞

𝑒−𝑖𝜆𝜏𝑓 𝜆 𝑑𝜆

Exemplo: 𝑓 𝑥 = 𝛿 𝑥 − 𝑎

𝛿 𝜆 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒𝑖𝜆𝑥𝛿 𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 =
𝑒𝑖𝜆𝑎

2𝜋
; 𝛿 𝑥 − 𝑎 =

1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒𝑖𝜆 𝑎−𝑥 𝑑𝜆

Equações de Onda

∇2𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 −
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 = −

𝜌 Ԧ𝑟, 𝑡

𝜖0
;

∇2 Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡 −
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡 = −𝜇0Ԧ𝑗 Ԧ𝑟, 𝑡



Expressão geral

∇2𝜓 −
1

𝑐2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= −𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡

onde 𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡 é a fonte. Aplicando a transformada de Fourier a todos os membros da
equação, resulta

∇2𝜓𝜔 Ԧ𝑟 + 𝑘2𝜓𝜔 Ԧ𝑟 = −𝑔𝜔 Ԧ𝑟 ; 𝑘2 =
𝜔2

𝑐2
; 𝑔𝜔 Ԧ𝑟 =

1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

Esta é a Equação de Helmholtz, cuja solução já obtivemos pela método da Função de Green
(Aula 7 ABR 2020)

𝜓𝜔 Ԧ𝑟 = න𝑔𝜔 Ԧ𝑟′ 𝐺𝜔 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ 𝑑𝑉′; 𝐺𝜔 Ԧ𝑟, Ԧ𝑟′ = 𝐶+
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
+ 𝐶−

𝑒−𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
; 𝐶+ + 𝐶− =

1

4𝜋

Substituindo na expressão da transformada inversa, temos

𝜓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝐶+න𝑑𝑉′න
−∞

∞

𝑑𝜔𝑔𝜔 Ԧ𝑟′
𝑒−𝑖 𝜔𝑡−𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
+ 𝐶−න𝑑𝑉′න

−∞

∞

𝑑𝜔𝑔𝜔 Ԧ𝑟′
𝑒−𝑖 𝜔𝑡+𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′



Para calcular 𝜓 Ԧ𝑟, 𝑡 , seria interessante ter 𝑔 Ԧ𝑟, 𝑡 e não sua transformada

nessas integrais. Para isso, vamos definir duas funções do tempo e espaço,

Tempo retardado: 𝑡′𝑟𝑒𝑡 = 𝑡 −
𝑘

𝜔
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ = 𝑡 −

1

𝑐
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Tempo avançado: 𝑡′𝑎𝑣𝑎 = 𝑡 +
𝑘

𝜔
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ = 𝑡 +

1

𝑐
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Com essas definições, temos

𝜓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝐶+න
𝑑𝑉′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
න
−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡′𝑟𝑒𝑡𝑔𝜔 Ԧ𝑟′ 𝑑𝜔 + 𝐶−න
𝑑𝑉′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
න
−∞

∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡′𝑎𝑣𝑎𝑔𝜔 Ԧ𝑟′ 𝑑𝜔

As duas integrais no domínio da frequência são as transformadas inversas de 𝑔𝜔 Ԧ𝑟′ ; então

𝜓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝐶+න
𝑔 Ԧ𝑟′, 𝑡′𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′ + 𝐶−න

𝑔 Ԧ𝑟′, 𝑡′𝑎𝑣𝑎
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝑑𝑉′

Primeira integral: contribuição da fonte em instantes anteriores a 𝑡 para os quais a
informação chegou após percorrer a distância Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ com velocidade 𝑐, satisfazendo a
condição de causalidade.



Segunda integral: contribuição da fonte em instantes posteriores a 𝑡 para 

os quais a condição de causalidade não é satisfeita (ver comentário no Jackson, 

entre equações 6.45 e 6.46).

Considerando a causalidade, escolhemos 𝐶+ = Τ1 4𝜋 ; 𝐶− = 0, e as expressões para os
potenciais ficam

𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝜖0
න
𝜌 𝑡′𝑟𝑒𝑡 , Ԧ𝑟′ 𝑡′𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′

Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡 =
𝜇0
4𝜋

න
Ԧ𝑗 𝑡′𝑟𝑒𝑡 , Ԧ𝑟′ 𝑡′𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉 ′

Observações:

1. No caso geral, a fonte pode não estar fixa no espaço, como no caso de uma carga em
movimento, portanto sua posição também depende do tempo retardado Ԧ𝑟′ 𝑡′𝑟𝑒𝑡 .

2. Estas expressões são válidas para o calibre de Lorentz. As expressões para o calibre de
Coulomb são discutidas na seção 3.5.2 do Bo Thidé.



Expressões para os campos

[Jackson; Sec 6.5; O. Jefimenko; Electricity and Magnetism, 2nd Edition (1989)]

[Bo Thidé; 5.1; 5.2 – cálculo no domínio de frequência]

Operações envolvendo tempo retardado

∇′𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 → 1) calcular todas as derivadas parciais com relação a 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′
mantendo 𝑡′ fixo;

2) no resultado, onde houver 𝑡′, substituir por 𝑡 − ΤԦ𝑟 − Ԧ𝑟′ 𝑐 .

∇′ 𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 → 1) calcular todas as derivadas parciais com relação a 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′
mantendo Ԧ𝑟; 𝑡 fixos;

2) derivada agrega um termo a mais devido à dependência implícita
de 𝑡𝑟𝑒𝑡 com Ԧ𝑟′.

∇ 𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 → 1) calcular todas as derivadas parciais com relação a 𝑥, 𝑦, 𝑧
mantendo Ԧ𝑟′; 𝑡 fixos;

2) derivada agrega um termo a mais devido à dependência implícita
de 𝑡′𝑟𝑒𝑡 com Ԧ𝑟, mas não dentro de Ԧ𝑟′ 𝑡′𝑟𝑒𝑡 .



Campo Elétrico ( 𝑡′𝑟𝑒𝑡 = 𝑡 −
1

𝑐
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ )

𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 = −∇𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 −
𝜕 Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡

𝜕𝑡
= −

1

4𝜋𝜖0
න∇

𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′ −

𝜇0
4𝜋

න

𝜕
𝜕𝑡

Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′

∇
𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
= ∇

1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 +

1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝜕𝜌

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

∇ 𝑡′𝑟𝑒𝑡 ; ∇ 𝑡′𝑟𝑒𝑡 = −
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

∴ ∇
𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
= −

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3
𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 −

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 2
𝜕𝜌

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

𝜕

𝜕𝑡
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 =

𝜕Ԧ𝑗

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

𝜕𝑡′𝑟𝑒𝑡
𝜕𝑡

=
𝜕Ԧ𝑗

𝑑𝑡′
𝑟𝑒𝑡

Portanto

𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝜖0
න

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3
𝜌 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 +

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 2
𝜕𝜌

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

−
1

𝑐2 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝜕Ԧ𝑗

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

𝑑𝑉′



Campo Magnético

𝐵 = ∇ × Ԧ𝐴 =
𝜇0
4𝜋

න∇ ×
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′

∇ ×
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
=

1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
∇ × Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 + ∇

1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
× Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡

∇ × Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑗𝑘 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 −

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝑗𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′

𝑟𝑒𝑡

=
𝜕𝑗𝑘
𝜕𝑡′

𝑟𝑒𝑡

𝜕𝑡′

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑗𝑗
𝜕𝑡′

𝑟𝑒𝑡

𝜕𝑡′

𝜕𝑥𝑘
=

𝜕𝑗𝑘
𝜕𝑡′

𝑟𝑒𝑡

𝑥𝑗 − 𝑥′𝑗
𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

−
𝜕𝑗𝑗
𝜕𝑡′

𝑟𝑒𝑡

𝑥𝑘 − 𝑥′𝑘
𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

∇ × Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 =
𝜕Ԧ𝑗

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

×
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

∴ 𝐵 Ԧ𝑟, 𝑡 =
𝜇0
4𝜋

න
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′, 𝑡′ 𝑟𝑒𝑡 × Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3
+

𝜕Ԧ𝑗

𝜕𝑡′
𝑟𝑒𝑡

×
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

𝑐 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 2


