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Teoria de Ondas Maritimas

3.1.
Introducao

Ondas do mar resultam da acdo de forcas sobre um fluido de maneira a
perturbar o seu estado inicial, isto é, deformé-lo. Estas forcas sdo provocadas por
diversos agentes fisicos como a agdo dos ventos, acdo de terremotos, movimento
de embarcagdes ou até mesmo o impacto de um objeto. Uma vez perturbado, a
propagacdo de ondas no fluido se dd sob a atuagdo da gravidade e da tensdo
superficial.

Neste capitulo, apresenta-se um modelo representativo da propagagdo de
onda em um meio marinho. O problema fisico especifico de onda de superficie,
considerado no presente estudo, e sua respectiva representagdo matemdtica é
apresentado na se¢do 3.2. Na abordagem deste problema, empregou-se a teoria
linear de Airy, desenvolvida na secdo 3.3. De uma forma geral, as teorias de ondas
sdo descritas empregando-se trés pardmetros bdsicos: a altura de onda H, o
comprimento de onda L e a profundidade d da lamina d“dgua. Outros
parametros, como os campos de pressdo, de velocidades e de aceleracdes das
particulas do fluido, induzidos pelas ondas, sdo obtidos analiticamente em funcdo
destas quantidades bdasicas, fazendo-se uso de teorias disponiveis na literatura.

O desenvolvimento de uma teoria para onda requer resolver-se um problema
de valor de contorno, formulado através de uma equagdo diferencial sob
determinadas condi¢des de contorno: “A formulagdo de um problema de contorno
€ simplesmente a expressdo, em termos matematicos, da situagdo fisica em que
apenas uma solucdo unica existe. Isto geralmente consiste em inicialmente
estabelecer-se a regido de interesse e a equacdo diferencial que deve ser satisfeita
nesta regido” (Dean, Dalrymple, 2001, p. 43). Na solucdo de equagdes
diferenciais, escolhe-se, dentre as possiveis solugdes, aquelas que apresentam

relevancia para o problema fisico estudado através da imposi¢ao das condigdes de
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contorno. Um exemplo tipico do problema de valor de contorno é o da vibracdo
transversal da corda de um violdo. Este corresponde a um caso pré-tracionado, bi-

apoiado, com movimento transversal w(x,?).

A equacdo uni-dimensional representativa da dindmica da corda sujeita a

vibracao na direco vertical é dada por (Inman, 2001):

*w(x,t)  9*wlx,1)
2 > = ’ 3.1.1
T o’ ©-1-1)

onde ¢ € a velocidade de onda, dependente de trés parametros fisicos da corda:
tracdo, massa especifica e drea da secdo transversal da corda. A equagdo (3.1.1)
apresenta derivadas temporais e espaciais, ambas de segunda ordem. Portanto,
duas condi¢des devem ser impostas 2 solucdo w(x,z), referentes as constantes
resultantes da integracdo da derivada espacial. Estas condi¢des resultam do fato de
que nas extremidades o deslocamento € nulo para todo o intervalo de tempo da

andlise. Logo,

w(0,8)=w(L,t)=0, >0 (3.1.2)

que correspondem as condicdes do problema de valor de contorno descrito.

3.2.
Formulagcao do Problema de Ondas de Superficie

Conforme as caracteristicas geométricas apresentadas na figura 3.1,
representativas do movimento de uma onda, consideram-se as seguintes hipdteses:
a) as ondas sdo progressivas na dire¢do positiva de x; b) o fundo maritimo &
plano e horizontal com profundidade z=-d; c) diferentemente das ondas
ocednicas reais que possuem natureza randdmica, as ondas em questdo sdo
periddicas e uniformes, possuindo altura de onda H e periodo T; d) o fluido,
meio de propaga¢do da onda, possui movimento irrotacional e € incompressivel; e

e) a superficie livre é representada pela funcio 7(x, y, 7).
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Figura 3.1 - Esquema de um trem de ondas progressivo e seus valores caracteristicos

A equacdo diferencial de movimento da onda resulta da hipdtese do
continuo, em que um fluido € tratado como uma distribui¢io continua de matéria.
Considera-se um volume de controle diferencial prismatico do fluido com arestas

de comprimento dx, dy e dz cuja massa especifica no centro do volume de

controle é p e a velocidade é V:fu+}v+lgw, onde u,v € w sdo as
componentes da velocidade da particula do fluido.

Utilizando-se a aproximagdo linear, correspondente ao termo linear da
expansdo em série de Taylor, tem-se, nas faces a direita (x=x+dx/2) e a

esquerda (x=x—dx/2):

i 202

xidx/ZZPi(ax 2

du \dx
U bgery =4 t (Ej?

(3.2.1)

0 du )
onde p, u, a—p e d_ sdo avaliados no centro do volume de controle.
X x

Da conservacido de massa, o volume de controle na forma integral pode ser

expressa por:

- -9
LC PV -dA+— jvc pdV =0 (3.2.2)
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onde dA é o vetor drea do volume de controle e o primeiro termo representa a
taxa liquida de fluxo de massa para fora da superficie de controle, e o segundo
termo representa a taxa de variagdo de massa dentro do volume de controle. Para
avaliar o primeiro termo da equacdo (3.2.2), considera-se o fluxo de massa em
cada uma das seis faces. Considerando-se as velocidades através das faces na
dire¢do do sentido positivo dos eixos coordenados, podemos escrever o fluxo para

a face esquerda e direita respectivamente, da seguinte forma:

ij-dA

£ o ()42
[V -d

- s (R

Da adi¢do das equagdes acima, a taxa liquida de fluxo de massa para fora da

(3.2.3)

superficie de controle na direcdo x, resulta em:

= u(apj+p(a j dxdydz —(apujdxdydz (3.2.4)
x ox ox ox

De maneira similar obtém-se o fluxo de massa nas dire¢cdes ye z, e, assim,

fpV-le

+J'pX7-dA

a taxa liquida do fluxo de massa para fora da superficie de controle do elemento

5 o |(9pu opu opu
LC oV -dA _[( - )+[ 5 J+( - dedydz (3.2.5)

A massa de fluido no volume de controle, em qualquer instante, € obtida do

resulta em:

produto da massa especifica p pelo volume dxdydz. Assim, o segundo termo da

equacdo (3.2.2) resulta na forma:

d _dp
> jvc pav =" ddydz (3.2.6)
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e, portanto, a equacdo de conservacdo de massa em (3.2.2), na forma diferencial,

é

dpu  dpv dpw dp _ 3.2.7)
ox dy dz ot

Para um fluido incompressivel, p € independente das coordenadas espaciais

e do tempo, e a equacdo de conservacdo de massa simplifica-se na forma:

du v ow_ (3.2.8)
ox dy 9z

Ondas reais se propagam em fluidos viscosos, porém na maioria dos casos
grande parte do movimento do fluido é quase irrotacional. Isto se d4 devido ao
fato dos efeitos viscosos ocorrerem numa fina camada proxima a superficie
d’4gua e ao fundo maritimo (Dean, Dalrymple, 2001), sempre nas proximidades
da transi¢@o entre os meios. Ao considerarmos a hipdtese do movimento do fluido

ser irrotacional, uma fungdo potencial ®(x, y,z) é definida de maneira que (Fox &

McDonald, 2001) :

L S

u=—,y=—e w=—
ox dy 0z

(3.2.9)

e a equacdo de conservagdo de massa (3.2.8), € assim expressa pela seguinte

equacdo de Laplace:

’d 9’® 9P
+ + =
ox* oy’ 97’

0 (3.2.10)

presente em vdrias dreas das ciéncias fisicas e da engenharia (Fox, McDonald,
1998). Uma funcdod que satisfaca a equagdo de Laplace representa um possivel
campo de escoamento incompressivel e irrotacional. No entanto, apenas as
solugdes que satisfacam as condi¢cdes de contorno adequadas sdo aplicaveis ao

movimento de ondas de interesse.
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Da hipétese de que o solo marinho é plano e horizontal, a condi¢do de
contorno no fundo do mar implica que a componente vertical de velocidade é

nula, condi¢do expressa pela equagao

0P
w=—=0 em z=-d (3.2.11)
0z

Uma das dificuldades ao se representar o problema de ondas marinhas € o
fato de que uma das fronteiras, a superficie livre, ser desconhecida. Desta forma,

utiliza-se uma nova incégnita 77 no problema, que, no caso mais geral de
movimento tridimensional, é dada pela equagdo z =7(x, y,¢). A variacdo de zem

relacdo ao tempo ¢ € obtida na forma:

dz _0n  dndx  ondy

(3.2.12)
dt ot oxdt Ody dt

ou

a;{):a—f7+u(’9—77+va—n em z=1 (3.2.13)

dz ot ox oz

utilizando-se as definicoes

dz 0D
uzﬂ; v=ﬂ e W=—Z=—
dt dt dt  dz|._,

A equagdo (3.2.13) € a condi¢@o ndo-linear cinematica da superficie livre e
representa, fisicamente, o fato de que uma particula fluida na superficie livre nio
se move para o interior do fluido.

Ao contririo de superficies fixas, a superficie livre do fluido ndo suporta
variagOes de pressao, e, conseqiientemente, deve se deformar de maneira a manter
a pressdo constante. Uma segunda condicdo de contorno para descrever a
distribuicdo de pressdo na superficie livre torna-se necessdria. Através da
utilizacdo da equacdo de Bernoulli, que relaciona o campo de pressdes no fluido e

a sua cinemadtica. A equacdo de Bernoulli, em sua forma transiente, pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521471/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521471/CA

61

obtida através da integracdo das equagdes de Euler (Dean, Dalrymple, 2001),

considerando o escoamento irrotacional:

od 1 |(o@) (o@) (o9d)
(2% ([22) (2] |_¢ 3.2.14
p +p+pgz+2p[(ax) +[ayj J{azj } (r) « )

onde as componentes da velocidade estio expressas em funcio de ®, e C(r) é
uma fung¢do arbitrdria do tempo a ser eliminada, uma vez englobada no potencial

de velocidade. Para isto, define-se uma fungio f(r)

PO _ )

e, utilizando-se a defini¢io CID’(x, v, 2,0)=®(x, y,z,1)+ f (t) a equacdo (3.2.14)

pode ser reescrita na forma seguinte
3(®) 1 (acp')z 3’ (8@’)2
—+p+ +— + + =0 (3215
p 5 TP Pz ,0[ » % % ( )

porque as derivadas espaciais de ®7(x,y,z,r) sdo exatamente iguais as de

CID(x,y,z,t). Desta forma, utiliza-se @ como potencial de velocidade, ou,
equivalentemente, faz-se uso da constante espacial de Bernoulli C(¢) na equacio

(3.2.14) como sendo igual a zero.
Considerando-se a pressdo barométrica e a equagdo (3.2.15) na superficie

livre do fluido, obtém-se a terceira condi¢do de contorno:

3 1|(ad) (o) (@)
F L= el il =0 = 3.2.16
ﬁ+2[(axj +(ayj +(azj}+ g7 em z=7 ( )

Termo
Termo Termo de

de de gravidade
inércia inércia

local convectiva

Desta forma, a fungdo potencial & a ser obtida deve satisfazer a equagdo

(3.2.10) para todo o dominio considerado, a condicdo de contorno no fundo
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descrita em (3.2.11), e as condi¢des de contorno cinemdtica e dindmica na
superficie livre, descritas em (3.2.13) e (3.2.16), respectivamente. A resolu¢io do
problema assim descrito nio é uma tarefa trivial porque duas condicdes de
contornos sao nao-lineares e devem ser satisfeitas na superficie livre, cuja forma é

varidvel no tempo.

3.3.
Solucao do Modelo Matematico de Ondas

Na solugéo do problema descrito na secio anterior, algumas simplificacdes
poderdo ser estabelecidas, permitindo contornar os efeitos das ndo-linearidades
presentes. Assim, diversas teorias de ondas associadas a diferentes simplifica¢des
podem ser consideradas apresentando diferentes niveis de precisdo. A escolha da
teoria da teoria mais adequada depende em geral dos efeitos ndo-lineares
presentes como a importancia relativa entre o termo de inércia convectiva e o
termo de inércia local da equagdo (3.2.16). Na avaliacdo da importancia destes
termos inerciais em presenca dos demais, trés parimetros caracteristicos sdo
utilizados: a altura de onda H, o comprimento de onda Le a profundidade da
lamina d"dgua d . Para o caso de onda de pequena altura, a velocidade da particula
fluida € menor e, em conseqii€ncia, o termo de inércia convectiva, que depende do
quadrado da velocidade, pode ser desprezado relativamente ao termo de inércia

local.
Trés pardmetros adimensionais I‘%,% e %l indicam que a importancia

relativa do termo de inércia convectiva em relagdo ao termo de inércia local é

maior quando estas razdes aumentam (Méhauté, 1976).

Em laminas d“dgua de grandes profundidades, os pardmetros % e %l sdo
menores do que I% J4 em 4guas rasas, o parametro mais significativo é % ,
chamado de altura relativa. No caso de profundidades intermedidrias, o pardmetro
mais significativo é (I%X%)’ (Méhauté, 1976).

Dependendo do problema considerado e dos valores de %,% e %l R

tr€s diferentes tipos de solugdo podem ser consideradas: linearizagdo, series de
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poténcias e métodos numéricos. Métodos estatisticos também sdo utilizados para
descrever a complexidade de um estado maritimo ou de ondas geradas por ventos.

Para pequenos valores dos pardmetros acima, as teorias lineares sdo vélidas,
em que os termos da inércia convectiva sdo completamente desconsiderados.
Nestes casos temos ondas de pequenas amplitudes e pequeno comprimento de

onda, em relacdo a grandes profundidades de lamina d“dgua.

3.3.1.
Teoria Linear de Airy

No presente trabalho é utilizada a teoria de ondas de pequena amplitude,
também conhecida como teoria de Airy. Esta teoria se baseia na hipétese de que a
altura é pequena em relagdo ao comprimento de onda e a profundidade da 1amina
d’dgua. Com isto, as condi¢des de contorno da superficie livre podem ser
linearizadas e satisfeitas na superficie média ao invés de na superficie livre.

Esta teoria fornece equacdes que sdo teoricamente exatas quando os
movimentos de onda sdo iguais a zero, porém esta solu¢do € assumida como

sendo valida para movimentos de onda diferentes de zero. A teoria linear de Airy

¢ aplicdvel para situagdes onde % <<1, (I%X%T <<le % >0.5 (Méhauté,

1976).
Devido as hipdteses adotadas, despreza-se o termo de inércia convectiva da

equacdo (3.2.16):

E3%)+g?7:0 em z=17 (3.3.1)

Como o movimento € assumido como sendo infinitesimalmente pequeno, 77

pode ser escrito como:

n=-19® cmz-0 (3.3.2)
g ot

Esta aproximacdo leva a um erro da mesma ordem de grandeza daquele

cometido ao se desprezar o termo de inércia convectiva.

dn _ dn

Os termos o e — s@o as componentes da inclinacdo da superficie livre
X Z

e, em caso de pequenas amplitudes de onda, terdo pequenos valores, o que nos
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permite desprezar os termos ndo-lineares ua—n e v?)—n da equagdo (3.2.13)
X Z
resultando
od JIn
—=— em z=0 333
dz ot ( )

Por fim, as condi¢des dinamica (3.3.2) e cinemadtica (3.3.3) podem ser

combinadas de maneira a eliminar a incégnita 77. A derivada de 77 com respeito

ao tempo na condi¢do dinamica (3.3.2) fornece

—:——aacp em z=0 (3.3.4)

Considerando-se (3.3.3) e (3.3.4) resulta em

{8@ 19’
g

— 4
ot*

}20 em z=0 (3.3.5)
0z

que ¢é a condi¢do Cauchy-Poisson na superficie livre. Assim, para a determinacio

da func@o potencial @, esta deverd satisfazer as condi¢des

-d<z<n
’®d 9°d 0D
Tt =0 (Te<a<e
ox> dy’ 0z
—oo < y< o
(3.3.6)
0P o> 19°®
W:a—zzo em z=-d e |:a_z+gat2 =0em z=0

Este é um problema de valor de contorno cuja solugdo € obtida pela técnica
da separagdo de varidveis conforme demonstrado por Chakrabarti (1987). A

solugdo obtida para o potencial de velocidade para o caso bi-dimensional é:
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cI)_ﬁcoshk(z+d)

= in|k(x— 3.3.7
kT  sinh kd s1n[ (x Ct)] ( )

P . . 27 ) . 3
onde k € o nimero de onda e é dado por k = 7 L € o comprimento de onda e é

2
dado por L= 8T
2z

c=.|% tanhkd .
k

A partir do potencial de velocidade & em (3.3.7), os campos de

tanhkd e a velocidade da onda progressiva é dada por

deslocamentos, velocidades, aceleragdes e pressdo do fluido sdo obtidos, além da

funcdo que representa a superficie livre do fluido. Da equagao (3.3.2) tem-se
n= % cos[k(x —ct)] (3.3.8)

e, substituindo o resultado para ® em (3.3.7) nas relagdes (3.2.9), obtém-se as
componentes da velocidades das particulas fluidas nas dire¢cdes x e z. A

componente horizontal da velocidade da particula fluida é:

u_ﬁcoshk(z+d)

g cos[k(x —ct)] (3.3.9)

e a componente vertical da velocidade da particula fluida é

o 7H sinhk(z+d)
T  sinhkd

sin[k(x —ct)] (3.3.10)

Das expressdes acima verifica-se que quando a velocidade horizontal da
particula de dgua for mdxima, a velocidade vertical serd nula. Como normalmente
as amplitudes das duas componentes de velocidade sdo diferentes, podemos
concluir que as particulas efetuardo uma 6rbita eliptica em torno de sua posigdo de

repouso durante um ciclo completo da onda.
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As derivadas de (3.3.9) e (3.3.10) em relagdo ao tempo resultam
respectivamente nas expressoes das aceleragdes da particula fluida nas direcdes x

€ Z:

. 27°H coshk(z+d)

o sin[k(x —cr)] (3.3.11)

. 27°H sinhk(z+d)
=- k(x—ct 3.3.12
W= nnka Cokbr—e] (3-3.12)

Integrando as equagdes (3.3.9) e (3.3.10) obtém-se, respectivamente, 0s

deslocamentos nas dire¢des horizontal e vertical:

_Ecoshk(z%—d)

in|k(x— 3.3.13
2 sinh kd s1n[ (x Ct)] ( )

£ =

H sinhk(z+d)
= MR ok(x — et 3.3.14
7= kg o) (3.3.14)

De (3.3.13) e (3.3.14) nota-se que o maximo deslocamento de uma particula
situada na superficie média € igual a amplitude da onda %

O campo de pressdo associado a onda progressiva é obtido através da

equacdo de Bernoulli em sua forma transiente, equagao (3.2.15), que resulta em

%z—gz—aaif (3.3.15)

onde os termos quadraticos foram desprezados. Para a onda progressiva descrita

pelo potencial de velocidade na equagdo (3.3.7), obtém-se:

H coshk(z+d)

- 7 k(x — ct 3.3.16
PPyt Py cos[k(x —ct)] ( )

ou:

p=—pgz+pgnk ,(z) (3.3.17)
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onde:

coshk(z+d)
K LR T4)
p(z) cosh kd

(3.3.18)

Na equacdo (3.3.17), o primeiro termo do lado direito representa a pressdo
hidrostatica e o segundo é a pressdo dinamica, resultante das contribui¢Ges
causadas pelo deslocamento da superficie livre e pela aceleracdo vertical,
associada ao movimento da onda e a 180° fora de fase com o deslocamento da

superficie livre. K, (z) é a fungdo de decaimento de profundidade, e é

responsével pelo decréscimo com a profundidade do valor calculado de pressdo.

Como serd demonstrado no capitulo 4, a determinacdo das for¢as em um
corpo submerso estd diretamente relacionado a cinemdtica da particula fluida e ao
campo de press@o provocado por este movimento. Na teoria linear de ondas, as
condicdes de contorno sdo linearizadas, e sdo impostas no nivel médio de onda e
ndo mais na superficie livre. Com isto, as expressdes da cinemdtica da particula
fluida e do campo de pressdo s@o definidas na regido situada entre o fundo
marinho e a superficie média, porém sdo divergentes nas regides das ondas
situadas acima do nivel médio do mar. Entdo, nas situacdes em que o efeito da
variagdo da superficie livre sobre a forca total atuante na estrutura se torna
considerdvel, faz-se necessario o uso de uma modificagdo na teoria linear, de
forma que as equacdes possam ser integradas até a superficie livre.

Neste trabalho, utiliza-se uma modificagdo empirica proposta por Wheeler

(1969). Esta modificagdo altera a fung¢@o de decaimento de profundidade K, (z).

A funcdo modificada utilizada é:

coshk(z + d)(d]
d+n

cosh kd

K,(z)= (3.3.19)
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Por esta equacio, o termo (z +d ){dLJ pode ser considerado como a uma
+n

altura efetiva na qual a forca deve ser calculada. Esta altura efetiva é sempre
menor do que o nivel médio da dgua e é considerada na mesma propor¢do para a
superficie média do que a altura atual, (z+d), possui para a superficie livre no
instante de tempo e no ponto considerado. Logo, com esta modificago, os valores
da cinemaética e de pressdo do fluido na superficie livre serdo idénticos aos valores
originalmente calculados na superficie média, e suas variagdes hiperbdlicas com a
profundidade sdo mantidas.

Como exemplo, se desejarmos obter as velocidades em um ponto P situado

a 90% da distancia do fundo marinho até a superficie livre (z+d/n+d =0.9), o

emprego da modificacdo (3.3.19) fornecerd a velocidade no ponto Pe, com uma

altura efetiva de (z+d )(dij =0.9d , conforme pode ser observado na figura
+n

3.2:

K,(z)

Figura 3.2 - Localizagao da altura atual e efetiva utilizada na modificagéo de
considerando um perfil genérico para a superficie livre.

Estudos efetuados em Gudmestad & Connor (1986) demonstraram que a
aproximacdo de Wheeler gera resultados para a cinemética da onda mais proximos
a resultados experimentais quando comparados com os obtidos por outras

aproximacdes de superficie livre.
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