CAPITULO 9

PREVISAO COM MODELOS ARIMA

INTRODUCAO
Seguindo o ciclo iterativo de identificacao, estimacgao e diagnéstico, nosso
objetivo serd o de fazer previsoes.

Estaremos interessados em prever um valor Z;,,, h = 1, supondo que
temos observacoes... Z;_,,Z;_1,Z¢, até o instante t, chamado “origem” das
previsoes.

Denotaremos Z,(h) a previsdo de origem t e horizonte h. Ademais,
W, = AdZt ¢é suposto ser estacionério e invertivel, e os parametros do modelo
sao conhecidos.

Lembremos que o modelo ARIMA(p, d, q) pode ser escrito de trés
formas:

i. forma de equacdo de diferencas; (cdlculo de previsoes)

Ze =121+ o+ Oprali—p-aqtar— 010,41 — - — 040,
onde ¢(B) =1 — @B — 9,B* — -+ — @, g BP*4.

ii. forma de choques aleatdrios; (calculo de varidncia dos erros de

previsao)

Zy =ar +Yia,4 +Pra + - = P(B)a;

ili.  forma invertida;




(0.9

n(B)Z, = [1— z n;B/1Z, = a,

j=1

oo

Zt = ZT[]Zt_] + at

j=1

Substituindo t + h em t, temos:

i.  forma de equacdo de diferencas

Ziyn = Q1Ztsn-1t + Opralisn-p-a t Aren — 01Qr4n-1 — = — 04Qr4n—g

ii.  forma de choques aleatdrios

t+h 00
Ziyn = Z Yern-jar = Yiaiin_j,
j=—o0 =0
onde Y, = 1.
iii.  forma invertida
o0
Ziyn = Z MiZein-j + Aein
j=1

PREVISAO DE EQM MINIMO
Vamos supor que Zy(h) = Yas + Pj110i-1 + Yiy20r_2 + -+ é a melhor previsao

dada por:

(0.9)
Zi(h) = Ypae + Ypi1Qeq + Phyplep + - = le;ﬂat—j
j=0

O objetivo é determinar os 1,0}-”5 que minimizem o EQM de previsao

dado por:



N 2 *
E|Zin—Z.(W)] = E[Z YiQryn—j — Z Yhejac—jl”®
=0 =0

O erro de previsao e;(h) é dado por:

ec(h) = Zpyn — Zt(h)

[0,9]
= YPolipn + Y18ipp—1 + -+ Pp_1apq + Z(¢h+j — Yhe )
j=0

e.(h) = lejat+h—j —Z Vhe At
J J

=Yoaren + Y1Qein—1 + P2lein—2 + P3ap4p—3 + - —Ppa,

— Yh10i—1 —Yhi2Qrz — Phizlroz —

Para h=1:
ec(1) = Yoarr1 +P1ap + Paa,_g + P30 + - — —Pia; —Pza,4 — P30,
o0
— Y3 — = PoQryq + Z(¢h+j — Ypj)—j
j=0
Para h=2:

er(2) = Yolriz + P1ap4q + P20ar + Y301 +Paae_; + - —Pra, —P3a,4

o0
=Yy — = PoUryz + Polryq + Z(¢h+j — Yh4j)A—j
j=0

De forma geral:

[0.9]
ec(h) = YoQpyn + Y1aiip_1+ -+ Pp_1appr + 2(¢h+j - ¢:1+j)at—j

Jj=0



Portanto:

Ele.(m)]? = (1 + 95 + ¢35 + -+ Y5_1)05 + X(Wn+j — Why) %04, visto que os

a;'s sdao nao correlacionados e P, = 1.

fixo.

ii.

1ii.

Note que E[e;(h)]* é minimizado quando Yp4; = Yp,jj = 12,..e h

Portanto, a previsdo de EQM minimo é dado por:

[0,9]
Z:(h) = Ypa, + Ppiqae-q + - = Z Yhyj Q-
=0

Por sua vez, o erro de previsao é dado por:

ec(h) = apop + P1apip—1 + -+ Pp_1arpq

Temos ainda que:
Zeon = ee(W) +Z(h); h=1
Vamos denotar por:

[Zt+h] = E[Zt+h|Zt'Zt—1;Zt—2' ]

Desta forma temos que:
Z:(h) = [Z¢4n], ou seja, a previsao de EQM minimo é a esperanca
condicional de Z;,,, dadas as observagoes passadas da série;

Ele;(h)] = 0 e a varidncia do erro de previsao é dado por:

V(h) = A+ yf + 5 + -+ Pji_y)0l

O erro de previsdao da um passo é:

e/(1) = Zyyq — Zt(l) = Q41

Ou seja, erros de previsao a um passo sao nao correlacionados.



iv.  Porém, erros de previsao para intervalos maiores de tempo serao

correlacionados;

FORMAS BASICAS DE PREVISAO
i.  Previsao utilizando a equacao de diferencas
Tomando a esperanca condicional na equacao:
Zivh = Q1Zesn-1+ -+ OpraZivn-p-a — 01t4n-1 — = — 0qQr1n-q + Arn, temos:

Zt(h) = @1[Zesp_1] + -+ ‘Pp+d[Zt+h—p—d] —O01lapsp—q1] — = — 9q [at+h—q] +

[atsn], para h > 1.

Observe ainda que:

[Zesi] = Ze(K), ke >0
[Zeri] = Zesin K < 0
[atrx] =0,k >0
[atik] = Qs k <0

Observagoes:

a) Note que os termos de médias méveis desaparecem para h > q;

b) Para calcular Z,(h) precisamos de Z,(h — 1); Z,(h — 2), ... que sdo
calculados recursivamente;

c) Note que, na pratica, teremos um ntmero finito de dados passados,
portanto a previsao E(Z;y|Z; ... Z1) serd uma aproximagao de

E(ZiinlZe, Zi—1, ...). No entanto, as duas aproximam-se para t grande.



d) As previsdes de um modelo AR(p) sdo exatas, uma vez que pode ser

demonstrada a seguinte igualdade:
E(ZinlZe Ze-1, ) = E(ZenlZ, i Ztr1-p)
e) As inovagbes a; sdo calculadas recursivamente;

Obs: O que tmporta sdo os coeficientes que influenciam na autocorrelacio 2

nesse caso ¢q,¢,, P53 e 01 para previsao.

Exemplo 9.1: Considere um modelo ARIMA (3,1,1):
(1-¢B—¢,B*>—¢p3B3(1—B)Z, = (1 —6,B)a,
Entao:
(1= ¢1B — ¢8> = $3B*)(1 = B)Zyyp = (1 — 6;B)apsp
(1-—B—¢B+ ¢p;B*>—¢p,B?> + p,B3 — p3B3 + ¢p3B)Zi o, = (1 — 0:B)as,y
[1— (1 +¢1)B + (¢1 — $2)B* + (¢ — $3)B® + ¢3B*1Z1p = (1= 61B)acsn
Zewn =+ P1)Zein-1 — (D1 — 02)Zesn—2 — (P2 — $3)Zr4n-3 — P3Ztin-a + Arsn
~ 01a¢4n-1
Para h=1,2,3,..., temos que
Ze(1) = A+ ¢)Z — (b1 — 02)Ze—1 — (P2 — $3)Ze—z — P3Ze3 — O1a
Z:(2) = A+ ¢ Ze(D) = (1 — $2)Ze — (b2 — $3)Ze1 — 3Zs—2
Z:(3) = (1 + ¢1)Z:(2) = (¢p1 — $2)2:(1) — (2 — P3)Ze — P3Z;1
Ze(®) = (L+ ¢1)2:(3) = (1 — $2)2:(2) = (2 — $3)Z:(1) — $3Z,
Ze(h) = (1 + ¢)Ze(h = 1) = (¢1 — $2)2e(h = 2) — (¢ — ¢3)Z:(h — 3)

—¢3Z(h—4); h=5



ii.  Previsao utilizando a forma de choques aleatérios da equacao
_ \'t+h — \'00 .
Ziyp = Zj:—ool/)t+h—j a; = Zj:O Yj apyp—j, temos:

Zt(h) = Y1laren-1] + Yolaren-zl + -+ Yp_qlac1] + Yrla] + -+ [apsn]

Exemplo 9.2: O modelo MA(1), dado por:
Zy =6+ (1—06B)a;
Ja esta escrito na forma descrita acima. A diferenca é que a constante
estéd incluida no modelo. Assim:

Zt(h) = 0o + [at4n] — Olarsn-1]

Para h=1, temos:
Z,(1) = 6, — Ba,
Para h=2:
Zt(z) = 0,

E, segue que, Z,(h) = 6,, para h = 2. Ou seja, a partir de h = 2, a
previsao coincide com a constante da série.

Generalizando, em um modelo MA(q), as previsdes coincidem com a
constante para h > q.
iii) Previsao utilizando a forma invertida da equagdo Z;,, = Z?i’i(x)lptq_h_ jaj =

2.720%j Agyn—j, obtemos: Z.(h) = 2721 T [Zt+h—j] + [atsn]



Exemplo 9.3: Considere o modelo MA(1) sem constante:

Zt = (1 - HB)at

(1 - QB)_lzt == at

0.
Z(QB)iZt = Qg
i=0

De modo que:
Ze=a;—0Z_ 1 —0?Z4_5 —03Z,_3 — -

Ainda:
Zown = Qeyn —0Ztin-1— 0% Zpyp_y —

Segue que a previsdo de Z,,p, feita no instante t, serd dado por:
2,(h) = =0Z,(h—1) = 0%2,(h—2) — -

ou seja,

o0
2h) = Y =072, (h =),k >0
=1

EQUACAO DE PREVISAO
De acordo com i) a equagao de previsao; que é fungao de h, com origem em t

fixo, satisfaz a seguinte equacgao de diferencas:

p+d
Z,(h) = Z 9i2:(h—1),h>q
i=1

Ou
p(B)Z(h) = (1 - B)*p(B)Z:(h) =0, h>gq

com @ (B) operando sobre h.



Temos que, para h > q —p —d, a funcdo Z;(h) consistird em uma
mistura de polinémios, exponenciais e sendides amortecidas, com sua forma
determinada pelas raizes G;* do operador ¢(B) = 0.

A solugao geral sera dada por:

Ze(h) = cPf () + P fHM) + -+ ¢ fprath), h>q—p—d,

(® c®

onde fi(h), h=1,..,p +d, sdo fungdes de h e ¢; ", ..., c,,;4 sd0 coeficientes

adaptativos, ou seja, dependem da origem t de previsao e sao determinados

por 2,(1),2,(2), ..., Z,(p + d).

Exemplo 9.4: Considere o modelo ARIMA(0,1,1) com termo constante:

(1-B)Z; =6¢+a; —0a;_4
entao:

Ze =00+ Zi_1+a;—0a;_4
segue que:

Zivn =00+ Ztypq + aren — 0ar1n—1
a equacao de previsao fica
Z¢(h) = 0y + Z,(h — 1) + [aesn] — O[arsn—1]
Para h=1,2,... temos:
2,(1) =6, + Z, — a,
2:(2) =6y +2,(1) = 0y + (60 + Z, — Oa,) = 264 + Z, — Oa,

em geral:



Ze()=(h— 16+ 2,(1), h=1
ou ainda:
Z.(h) =Z,+hb, —0a,,h >1
Podemos observar por Z,(h) = (h —1)8, + Z,(1) que a funcao de
previsdo é uma reta com intercepto adaptativo, Z,(1), e inclinacéo 6.
[GRAFICO 1]
No caso em que 8 = 0 (passeio aleatério) temos:

Z,(h) =Z, + h6y,h > 1

Exemplo 9.5 Considere o modelo ARIMA (0,1,1) sem o termo constante, dado

por:
(1-B)Z;=a;—0a;_4
Zy=Zi 4+a—0a;_4
Ziyh = Zern-1+ AQen — 00in—1
Z¢(h) = Z,(h — 1) + [agsn] — Olat+n-1]
Assim, para h=1,2, temos:
2,(1) =Z, — 0a,
2,(2) =2,(1) = Z, - 0a,
De forma geral:
Z.(h) =Z,(h—1), h>1
ou

Zt(h) =Zt_0at, hZ 1



Vemos que a funcao de previsao, para t fixos é uma reta paralela ao
eixo das abscissas, isto é, as previsoes sao constantes qualquer que seja o valor
de h.

[GRAFICO 2]

Exemplo 9.6: Seja o modelo ARIMA(0,2,2), sem 6,
(1-B)*Z,=(1-6,B —0,B%)a,
(1—-2B+B?»Z, =a;, — 0,a,_, — 0,a;_,
Zy =22y 1 —Zy 5 +ar— 010, 1 — 00,

Entao:

Ziyn = 2Ztyp—1 — Zign—2 + Qepp — 0101401 — 02015

2, =2Z,(h—1)—-2,(h—=2), h>2
Desta forma, a equacéo de precisdo satisfaz (1 — B)?Z,(h) =0
A solugao geral é dada por:
2, =c® +cPrh>0
Onde Cit) e Cét) sao coeficientes adaptativos (em relacdo a origem t),
determinados por Z,(1) e Z,(2). Dessa maneira, a previsio ¢ uma funcio

linear de h, com coeficientes que dependem da origem t.



O modelo ARIMA(0,2,2) sem 6, possui funcdo de previsdao que pode ser
vista como uma generalizacdo da funcao de previsdo do modelo ARIMA(0,1,1)

com 6,, devido ao fato do coeficiente angular ser adaptativo e nao constante.

Exemplo 9.7: Seja o modelo ARIMA(1,1,0)
(1-¢B)(1-B)Z; = a
(1—-B—¢B+ ¢$pB*)Z, = a;
Lt =Zeq = Qi+ PZr =
Zy =2 1+ QZi 1 — QL5 # ay
Zi =+ P)Ziq — PZi_y # a;
2i(h) = (1 + ¢)Z(h—1) — ¢Zi(h — 2) + [arys]
Para h=1,2, temos:
2:() = A+ $)Z — ¢pZp_q = ¢V + ¢pcP
2:2) = 1+ P2 - $7, = ¢ + p*c)
A solugao geral é dada por:

Z.(h) = cf) + cgt)th

ATUALIZACAO DAS PREVISOES

Dependendo da origem, podemos obter diferentes funcoes de previsao. Vamos
colocar as previsoes de Z;1p41, @ partir de duas origens:

L. t+ 1:2t+1(h) = Ypaipr + Y1 + Yry2aeq + -

it Ze(h+ 1) = Y1 + Yrapleqg + -



Subtraindo ii) de i) obtemos:
Zes1(h) = Zo(h 4+ 1) + Ypae44
Assim, a previsdo de Z;ini1,Ze41(h), feita no instante t, pode ser
atualizada quando um novo dado, Z;,4, é observado. Nesse contexto, faremos
a previsdo de Zy,p41, na origem t + 1 adicionando-se & Z,(h + 1) um multiplo

do erro de previsao apyq = Zipq — 2:(1) = e,(1))

Exemplo 9.8: Seja Z; um processo AR(1)

Zy =@Zi1+a;

Zivn = @Zpyn-1 + Aeyn
a previsao no instante t é
Z2.(h)=¢Z,(h—-1), h>0
ou seja,
Z.(h) = ¢p"Z,(0) = ¢p"Z,,h > 0
ainda,
Zi1(h+1) =¢Z, 1 (h) = ¢"Z,_1 (1)
Subtraindo Z,_;(h + 1) de Z,(h), temos:
2e(h) = Z_y(h+ 1) = ¢"[Z, — Z,_,(1)]
Como a; = Z; — Z,_1(1), entéo:

Ze(h) =2 4(h+ 1)+ ¢p"a,



Exemplo 9.9: Vamos voltar ao exemplo de ICV, na qual foi ajustado um

modelo ARIMA(1,1,0) com 6.
(1-0,5119B)(1 — B)InICV = 0,01036 + a;
ou

1—1,5119B + 0,5119B?)Y, = 0,01036 + a,

assim

Yin = 1,5119Y,, 54 — 0,5119Y,44_5 + 0,01036 + a;1p,

as previsoes de origem t sao dadas por

Y.(h) = 1,5119Y,(h — 1) — 0,5119Y,(h — 2) + 0,01036, h=>1

Vamos considerar a origem em t = 114(jun — 79) para h=1,..,6. Note
que no momento que obtivermos o valor para t=115 podemos atualizar as

previsoes.

INTERVALO DE CONFIANGCA
Para calcularmos o IC de Z;,) devemos supor que a,~N(0,02), para cada t.
Ademais, a variancia do erro de previsao é dada por:
var(h) = (L+¥f + 93 + -+ Pi_1)0og
Segue que dados os valores presentes e passados da série Z;, Z;_1, ..., &
distribuicdo condicional de Z,,, serd N(Z.(h),var(h)). Logo:

Zeow —2.(h
y = Zetn t(1)~N(O'1)

[var(h)]2

O IC sera dado por:



5 1 A 1
Zi(h) — z,[var(W)]2 < Zyyp < Z¢(h) + z,[var(h)]2
No entanto, em var(h), 62 nao é conhecido. Uma probabilidade é

substituir 62 na equacdo de var(h). Deste modo obtemos:

N|

h-1 h-1

X R 1 R R

2e(h) = 2y 6 [14 ) 212 < Zan < 2eh) +2, 60 [14 ) 9]
j=1 j=1

Exemplo 9.10: Podemos determinar o IC para Y;,, no exemplo 9.9 para cada
valor de h, assim, para h=2:
var(2) = (1+9?)s?,  ondeos? = 0,0000923
Logo:
var(2) = (1 + 1,51192)0,0000923 = 0,000303
Para y = 95%, temos u, = 1,96, portanto:
- 1 1
Y:(2) —1,96(var(2))2 < Yiip < Yi(2) +1,96(var(2))2
6,7153 — 1,96.,/0,000303 < Y,,, < 6,7153 + 1,96,/0,000303

O IC para Y;14 € [6,6812;67494]

O IC para Y;17 é dado por:
Y.(3) — 1,96[17/6?7"(3)]% <Y, <Y%03)+ 1,96[17/6?7"(3)]%, sendo var(3) = 0,000594,
temos:

6,7393 — 1,96.,/0,000594 < Y,1, < 6,7393 + 1,96,/0,000594[6,6915; 6,7870]



Note a variancia aumenta com h, logo as amplitudes desses intervalos
aumentarao a medida que nos afastarmos da origem t. Esse fato reflete o

aumento da incerteza das previsGes para h passos a frente.

TRANSFORMACOES E PREVISOES
Seja Z; a série original e Y; = g(Z;) uma transformacao de Z;. O problema é
obter previsoes para Z;,, dado que temos um modelo para Y; esse equivale a

dizer que temos previsoes para Y;:

Yern = 9(Ztsn)

Uma forma “ingénua” de proceder é considerar a equacdo acima e

realizar previsoes:

Ye(h) = g[Z,(h)]

Depois, tentamos obter Z,(h) em funcio de Y,(h)

2:(h) = g7 (Y (M)

Yt e uma previsio para Zy.p

Por exemplo, se Y; =InZ;, entdao Z; =e
sera:
Z.(h) = eVt

Pode-se demonstrar que, no caso de Y; ser Gaussiana, a previsao 6tima

consiste corrigir a previsao acima, tal que:

— 1
Y. (h) + > vary(h)

Z.(h) = o YeW+gvary(®



Onde vary(h) = vary(e.(h)), sendo e;(h) o erro de previsao Yeyp — Y (h).

Se Y; = InZ; seguir um modelo ARIMA, entao sabemos que a
distribuicdo condicional de Y., dado o passado, é N(Y,(h), vary(h)) e um IC
para Y;,, com coeficiente de confianca 95% sera:

- 1
Y:(h) £ 1,96[vary (h)]z

Um IC para Z;,, com coeficiente de confianga de 95% sera:

1
2

[e?t(h)—1,96[v’a‘ry(h)]%. e?t(h)+1,96[v’ary(h)]

]

Vale lembrar que vary(h) é a estimativa de vary(h), com ¢2 substituido

por G2.

Exemplos 2 R



