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Axioma de Hilbert

Uma das premissas propostas por David Hilbert
(1899) no livro “Grundlagem der Geometrie”
(“Fundamentos da Geometria™) para fundamentar
um tratamento moderno da geometria euclidiana
fol

Dois pontos distintos A e B sempre determinam
completamente uma linha reta.



Axioma de Hilbert

Dois pontos distintos A e B sempre determinam
completamente uma linha reta.
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Reta em R?

Sejam dolis pontos diferentes no plano cartesiano, A
e B. Construimos o vetor que une 0s pontos
v=AB=B—-A
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Reta em R?

O vetor v, v # 0, pode ser representado em qualquer
00sIcao no plano, mas apenas uma representacao
parte do ponto A. A representacao do vetor v
partindo de A ¢ Unica.
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Reta em R?

Observar: Se considerarmos o vetor, v € R?, v # 0,
e 0 ponto A4, o ponto final € B, e nao existe outra
possibilidade. Assim, vamos considerar o ponto A
e 0 vetor v para construir a unica reta determinada.
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Reta em R?

Se considerarmos o vetor, v € R?, v # 0, e 0 ponto
A, desconsideramos o ponto B.

Continua-se com dois elementos fixos: o ponto A e 0
vetor v, para construir a reta determinada.
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Reta em R?

Observar: Se construimos um vetor w paralelo a v,
existe um escalar t € R, que satisfaz w = tv.

Somando, atingimos o0 ponto:
P=A+w=A4+ tv.
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Reta em R?

Observar: Se construimos um vetor w paralelo a v,
existe um escalar t € R, que satisfaz w = tv.

Somando, atingimos o ponto: P = A+ w = A + tv.
Variando valores de t, atingimos pontos diferentes.
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Reta em R?

Variando valores de t, obtemos pontos que
P=A+w=A+1tv

onde t € R.
Formamos o conjunto de todos 0s pontos possivels.
Xy
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Equacéo vetorial de uma Reta em R?

Dado um vetor ndo nulo v € R#, e dado um ponto
fixo A, entao define-se uma reta L como o
conjunto de pontos gque satisfacam

L={P/P=A+tv,t€ER}
L:P=A+tyv,teR

A equacao dada é chamada de equacao vetorial da
reta L. O vetor v, ndo nulo, é chamado de vetor de
direcao da reta L. O ponto fixo A é chamado de
ponto de passagem da reta L.



EquacOes paramétricas da Reta em R?

SeP =(xy,x;)€ L,entao L:P=A

tv

L: (x1,%x3) = (aq,a;3) + t(vq,v7)

-
x1 — a1 T tvl
LA
xZ — az T tvz
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,onde t € R

w = tv
L
p a
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Da um sistema de equac0Oes parametricas da reta L.



Reta em R3

Em R3, similarmente. Se usarmos um vetor v, ndo
nulo, (vetor de direcao) e o ponto fixo A4 (ponto
de passagem), construimos o conjunto de pontos

L:P=A+tv, ondet € R

X3

A w = tv
1%

e




Reta em R3

Portanto, podemos construir o conjunto do pontos £
L:P=A+tv, ondet € R
L:(x1,x2,x3) = (a4, a3, a3) + t(vy, v, v3)




Equacao vetorial da Reta em R"

Estendemos a definicao para R"

Dado um vetor nao nulo v € R", vetor de direcao, e
dado um ponto de passagem fixo A, entao define-
se a reta L como o conjunto de pontos que
satisfazem

L={P/P=A+tv,tER}

L:P=A+tv teR

A equacao, valida para todos os pontos da reta, é
chamada de equacao vetorial da reta L.



Retaem R"

Observar que a equacao vetorial € um conjunto de
varias equacoes.

Dado um vetor ndo nulo v € R™, v = (vq, ..., vy,),

e um ponto de passagem A = (a4, ..., a,), entdo a

reta £ é o conjunto de pontos P = (x4, ..., X))

que satisfacam:

L:(x1, 0, %) = (Aq, ..., ay) + t(Vq, ..., V)
ondet € R.



Retaem R"

Entao a equacao vetorial da reta L, pode ser

expressada pelas equacoes de cada componente:

fxl — a1 T tvl

XZ — az T tvz

L: <

Xn = an + ty,

\
onde t € R.

Chamamos de equac0Oes paramétricas da reta L.



Apenas para Retas em R?2

Voltando para R?, se P € L, entdo
(x1,x2) = (aq,az) + t(vy, v3)
Lembrar: Para qualquer vetor v = (v, v,) podemos
construir um ortogonal v+ = (—v,, vy).
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Apenas para Retas em R?2

Aplicando o produto escalar vezes o vetor ortogonal
(x1,x2) = (a1, az) + t(vq, V)
(x1,%2) - v- = (ay,az) - v + t(vy, V) - v+
O produto dos vetores v - v+ = 0. Entédo
(X1, x3) - (U2, v1) = (aq,a3) - (—V, ;)
—Vy X1 + V1Xy = —Vp0q + V1Qy
Como v e a sao conhecidos, vamos denotar por
C = —Vyaq +V1Qy
AssSIm
—VyX1 +V1Xy =C



Apenas para Retas em R?2

Como é valido para qualquer P = (x4,x,) € L,
entao a reta é definida pela equacéao
L:—v,x1 +V1Xy =¢C
Como v, e v, Sa0 humeros reais denotamos por
a = —v, e b = vy, assim temos outra equacao
L: axq + sz = C
A expressao é chamada de equacao geral da reta L.

Se utilizarmos P = (x,y) € L temos a expressao
L:ax +by =c



Resumo: Equacdes de uma Reta em R?

Dado um vetor ndo nulo v € R?, e dado um ponto de
passagem fixo A, entao a equacao vetorial da reta
determinada é

L:P=A4+ty,teR

As equacdes paramétricas da mesma reta sio:
fxl = aq T tv1

LA
sz — az tvz

teR

A equacao geral dareta L ¢
L:—vy,x1 + V1Xy = —Vyaq + V105
L:axi +bxy, =



Inclinacdo de uma reta em R?2

Dado um vetor ndo nulo v € R?, e dado um ponto de
passagem fixo A, entao da equacao geral de £
L:—v,x1 +V1Xy =¢C
onde c = —v,a; + vya,.
Apenas, se v # 0, podemos escrever
L: v1x2 = VyXq + C
Lix, =22 x1 + —
Quando utilizamos a expressao L. y=mx+n
o0 valor m é chamado de inclinacao da reta £. Assim:



Exemplo 1

Olhando do alto da linha de producao pode-se
observar dois trajetos retos que os colaboradores
utilizam para se deslocar. Determine as equacoes
paramétricas das bissetrizes dos trajetos
Li:4x — 3y = =10
Ly 7x+y—20=0

Resolucao

O que podemos resgatar dos dados?

Vetor ortogonal a reta £,: v+ = (4, —3), entdo 0
vetor direcao é v = (—3, —4).



Exemplo 1

Vetor ortogonal a reta £,: ut = (7,1), entdo o vetor
direcao e u = (1, —=7).

Se Igualamos ambas equacoes gerais das retas,
obtemos 0 ponto comum (ponto de intersecao)

SeR = (ry, 1) € Ly N L, entao

(4r, — 3r, = —10

| 71+ 1 =20

Asolucdoda R = (2,6)
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Voltando na teoria: Bissetriz em R

Para conhecer a bissetriz entre duas retas £, e L,
primeiro precissamos conhecer o ponto de
Intersecao entre elas, a bissetriz passa pelo mesmo
ponto. Depois conhecer os vetores de direcao das
retas mas com igual medida, assim a soma da o
vetor direcao da bissetriz.

Lembrar: Para todo vetor nao nulo v, podemos
construir o seu vetor unitario, medida: ||v, || = 1.



Primeira Bissetriz em R

A bissetriz L , entre as duas retas L, e L,, passa pelo
ponto comum as retas, e somando vetores do
mesmo tamanho temos a bissetriz do angulo entre

0S vetores, e sera o0 vetor de direcao da bissetriz L.
Xy




Segunda Bissetriz em R?

A bissetriz £ , entre as duas retas £, e £,, passa pelo
ponto comum as retas, e seu vetor de direcéo é o
vetor soma do vetor de uma das reta e o inverso
aditivo do vetor da outra reta (mesma medida)




Resolvendo o Exemplo

Voltando ao problema:

Olhando do alto da linha de producao pode-se
observar dois trajetos retos que os colaboradores
utilizam para se deslocar. Determine as equacoes
paramétricas das bissetrizes dos trajetos
Li:4x — 3y = —10
Ly:7x+y—20=0

Resolucao (continuacao)

J2  7V2

Vetores unitarios v, = (=3 —3) e uy = (55 — 7o)

Ponto comim R = (2,6).



Resolvendo o Exemplo

O vetor de direcao da primeira bissetriz € a soma

6+/2 —8—7\/2)
10 ’~ 10

As equacdes parameétricas sao:

xy =2+ (Y250) ¢t

X, = 6 (8+7\/§) ¢

10

W =Ty uu_(_

L:

Para a segunda bissetriz, um vetor de direcao é
w=—-u, + v,



Retas paralelas em R?

Duas retas £, e £, no espaco vetorial R?, sdo
paralelas se seus vetores de direcao sao paralelos
entre si.

LiNlL, vl v,
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Retas ortogonais em R2

Duas retas £, e £, no espaco vetorial R?, sdo
ortogonais se seus vetores de direcao sao
ortogonais entre si.

Li 1L, v 1L,

\\




Retas paralelas em R?

Duas retas £, e £, no espaco vetorial R3, sdo
paralelas se seus vetores de direcao sao paralelos
entre si.

N Ll ” L2@v1 ” (%)
X3
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Retas ortogonais em R?

Duas retas £, e £, no espaco vetorial R3, sdo
ortogonais se tem um ponto comdm e seus vetores
de direcdo sao ortogonais entre si.

Li 1L, v 1L,

A
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Retas paralelas e ortogonais em R"

Duas retas £, e L, no espaco vetorial R", sao
paralelas se seus vetores de direcao sao paralelos
entre si.

LiNlL, vl v,

Duas retas £, e £, no espaco vetorial R", sao
ortogonais se tem um ponto comum € seus vetores
de direcdo sdo ortogonais entre si.

Li 1L, v Ly,



Angulo entre retas em R

Duas retas L, e £, no espaco vetorial R", formam
dois angulo entre elas, se existe um ponto comum
entre elas. Chamaremos de angulo entre as retas,

a0 angulo entre seus vetores de dire¢ao com 8 < =~
X3




Enunciado do Exemplo 2

Problema

O angulo entre duas retas € a = 7, a primeira reta
passa pelo ponto 4 = (a,0), a < 0,

a segunda reta passa pelo ponto C = (0,5),

e 0 ponto B (no segundo quadrante) pertence as duas
retas.

Sabendo que AB + BC |l (1,5),

e a inclinacdo da primeira reta e —3,

determine a equacao vetorial da bissetriz em «a.



Exemplo 2

Resolucao: Dados: € = (0,5) A= (a,0), a<0

Sabemos gue o ponto A tem primeira componente
negativa e esta sobre 0 eixo X;, mas existem
muitas possibilidades, analisemos mais um pouco:

X, .
L4 /
B
(1,5)
A\ X,




Exemplo 2

A seguinte informacao é uma grande ajuda.

No desenho, nao temos o paralelismo informado:
AB + BC = AC || (1,5)




Exemplo 2

Entdo, &€ uma boa estratégia deslocar o vetor (1,5),
até passar pelo ponto C conhecido.

Assim, podemos visualizar a posicao real do ponto A
AB + BC = AC || (1,5)




Exemplo 2

Temos a localizacao correta do ponto A.
Como AC || (1,5),temos C — A = (—a,5) = B(1,5)
Entao: 5 =5L1logo f =1.

Também —a = f = 1. Portanto A = (—1,0)
1X, L,




Exemplo 2

Utilizando a inclinacao de £, obtemos um vetor

v o D _ .
m =3z 3 viﬁv—(l, 3)

v € um vetor de direcao de L4, orientamos de forma

correta L, e L, pois conhecemos o angulo
',




Exemplo 2

Como o vetor BC é um vetor de direcdo da reta £,, e
forma um angulo de 7, ele e paralelo ao vetor soma

de v e vt, pois eles medem igual e formam >
w=v+vt=(1-3)+31) =4 -2)
',




Exemplo 2

Fazendo B = (by, b,), temos
BA = (_1 — bl' _bz) 1 (3,1) = 3b1 + bz = —3

16 33

Resolvendo o sistema: B = (—_ 33
"




Exemplo 2

Para determinar a bissetriz L5 entre as retas, ja temos
ponto de passagem B = (—%2%). O vetor de

direcio u sera o vetor soma dos vetores unitarios
devew: u=v,+wy

X1




Exemplo 2

Calculando os vetores unitarios:
_ 1 9\ — (V10 3410
Vu = =gyl —3) ( 10 )

10’
_ 1 o\ _ (2V5 s
Wy = =14 —2) ( 5 5)

X1




Exemplo 2

= Y5(4 ++/2,-2 - 3v/2)
Assim

=(-23)+t(4+v2,-2-3V2) teR

X1




