PorLinoMIOS E EQUACOES ALGEBRICAS

5.1 INTRODUCAO

E bem sabido que o uso de uma notacdo adequada é fundamental para o bom
desenvolvimento de uma area da matematica. Porém, a historia nos ensina
que nem sempre é facil chegar a uma tal notacio.

A necessidade de uma notacdo mais sofisticada se manifestou pela
primeira vez em relacgdo a resolugdo de equacoes algébricas. Como
ja observamos, tanto os egipcios quanto que os babilonios e os gregos
trabalharam com equacgdes de primeiro ou segundo grau mas, em todos os
casos, ndo tinham nota¢des nem formulas gerais.

E no século IV d.C., na Arithmetica de Diofanto, que encontramos pela
primeira vez o uso de uma letra para representar a incognita de uma equacao,
que o autor chamava o niimero do problema. Como os manuscritos originas
de Diofanto ndo chegaram até nos, ndo sabemos com toda certeza quais os
simbolos que ele usava, mas acredita-se que representava a incognita pela
letra ¢, uma variante da letra ¢ quando aparece no fim de uma palavra (por
exemplo, em &ptOuos - arithmos). Esta escolha se deve provavelmente ao
fato de que, no sistema grego de numeragao, as letras representavam também
numeros conforme sua posi¢cdo no alfabeto, mas a letra ¢ nao fazia parte do
sistema e nao correspondia, assim, a nenhum valor numérico particular.
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Ele usava também nomes para designar as varias poténcias da incognita,
como quadrado, cubo, quadrado-quadrado (para a quarta poténcia), quadrado-
cubo (para a quinta) e cubo-cubo (para a sexta). O uso de poténcias superiores
a trés é notavel uma vez que, como os gregos se apoiavam em interpretacoes
geométricas, tais poténcias ndo tinham um significado concreto.

A notagdo de expoentes é usada por Nicolas Chuquet na sua Tripary,
onde escreve expressdes como 123,103 e 1202 para representar o que hoje
escreveriamos como 12x3,1023 e 12023 e também 12° e 71 para 122° e
7z~ L

Os primeiros passos para a introducdo do conceito de polinémio e seu
uso para a formulacdo de problemas de resolu¢do de equacoes foram dados
por Simon Stevin (1548-1620). Nascido em Bruges’, mudou para Leyden em
1582, foi tutor de Mauricio de Nassau e serviu o exército holandés. Ele foi
um defensor do sistema de Copérnico e o primeiro a discutir e sugerir o
emprego de fracoes decimais (em oposicdo ao sistema sexagesimal defendido
por outros), na sua obra mais conhecida De Thiende, publicada em Flamengo
em 1585 e traduzida ao francés, sob o titulo La Disme, no mesmo ano.

Ali ele usou simbolos como @) (I) @) etc. para indicar as posicoes
das unidades, dizimas, centésimas, respectivamente. Assim por exemplo, ele
escreve 875,782 como 875 )7 D8 22 ).

No seu livro seguinte, LArithmetique, publicado em 1585, ele introduz
uma notagao exponencial semelhante para denotar as varias poténcias de uma
variavel. As poténcias que nos escreveriamos com x, 2 x> etc. sio denotadas
por ele como 0) @) @) e assim, por exemplo, o polinémio 223 + 42?4 2x+5
se escreveria, na sua notacdo como:

20+4D+20+50

Ele denomina estas expressoes de multindomios e mostra como operar
com eles. Entre outras coisas, observa que as operagdes com multindmios
tem muitas propriedades em comum com as operagdes entre “nimeros
aritméticos”. Ainda, ele mostra que o algoritmo de Euclides pode ser usado
para determinar o maximo divisor comum de dois “multinémios”.

A época Bruges, que hoje é uma cidade da Bélgica, pertencia a Holanda.
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E interessante destacar aqui que nos encontramos frente a dois progressos
notaveis na dire¢do da abstracdo. De um lado temos a percepcdo, cada
vez mais clara, de que os métodos de resolucdo de equacdoes dependem
unicamente do grau da equacdo e nao dos valores dos coeficientes numéricos.
Mais importante ainda, vemos que Stevin trata seus multindmios como novos
objetos matematicos e estuda as operagdes entre eles.

O proximo passo importante é devido ao trabalho de Francois Viete (1540-
1603). Nascido em Fontenay-le Comte, teve formacdo de advogado e, nesta
condicdo, serviu ao parlamento de Bretania em Rennes e foi banido de suas
atividades, devido a oposicao politica, entre 1584 e 1589, quando foi chamado
por Henri IIl para ser conselheiro do parlamento, em Tours. Nos anos em que
esteve afastado da atividade politica, dedicou-se ao estudo da matematica e,
em particular, aos trabalhos de Diofanto, Cardano, Tartaglia, Bombelli e Stevin.
Da leitura destes trabalhos ele teve a idéia de utilizar letras para representar
quantidades.

Sua principal contribuicio a Algebra aparece no seu livro In Artem
Analyticam Isagoge - Introducdo a Arte Analitica - impresso em 1591, onde
trata das equacoes algébricas de um novo ponto de vista. Ele fez importantes
progressos na notacdo e seu verdadeiro mérito estdi em ter usado letras
ndo somente para representar “incognitas”, mas também para representar os
coeficientes ou quantidades conhecidas. Ele usava consoantes para representar
quantidades conhecidas e reservava as vogais para representar as incognitas.

Viéte chamava sua algebra simbdlica de logistica speciosa por oposicao a
logistica numerosa, que trata dos ntimeros. E importante observar que Viéte
tinha plena consciéncia de que seu emprego de letras lhe permitia trabalhar
com classes de equagées, por oposicdo ao emprego de nimeros, que permite
apenas trabalhar com um exemplo de cada vez. Com isso ele tornou explicita
a diferenca entre Algebra e Artimética: para ele, a Algebra - logistica speciosa
- era um método para operar com espécies ou formas de coisas e a Aritmética
~ logistica numerosa - lidava apenas com ntmeros.

O uso de letras para representar classes de nimeros e assim tratar das
equacoes de forma mais geral demorou a ser aceito. Um aperfeicoamento
desta notacdo foi devido a René Descartes que, na sua obra intitulada La
Géométrie utiliza pela primeira vez a pratica hoje usual de utilizar as primeiras
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letras do alfabeto para representar quantidades conhecidas e as tltimas, como
T, Yy e z para as incognitas.

E precisamente nesta obra que Descartes apresenta as ideias que deram
origem a Geometria Analitica, junto com as contribuicoes de Pierre de Fermat.
Esse texto ndo foi apresentado como um livro independente mas como um
apéndice da obra pela que seria mais conhecido, o Discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciénces, publicada
em 1637,

5.2 PoLrLINOMIOS

Como vimos na secdo anterior, foram os progressos na notagdo que levaram
a formulacdo da nogido de polinémios como um conjunto de simbolos entre
os quais é possivel definir operacoes. No que segue, vamos formalizar estas
ideias.

Para isso vamos utilizar o simbolo K para representar o conjunto @ dos
nameros racionais, o conjunto R dos ntmeros reais ou o conjunto C dos
nameros complexos. O simbolo K podera representar também o conjunto
Z, dos inteiros médulo um inteiro primo p. Como ficard claro para o
leitor, o estudo de polindmios sobre um determinado conjunto de coeficientes
depende apenas das propriedades das operacoes entre coeficientes e ndo da
natureza dos mesmos.

Provavelmente o leitor estd acostumado a pensar nos polind6mios como
funcoes e, nesse sentido, o simbolo x é considerado uma variavel. No ponto
de vista que vamos adotar aqui, um polin6mio é apenas um simbolo, um
objeto de estudo da matemética e, para enfatizar esse ponto de vista, vamos
chamar a letra X de uma indeterminada.

Naturalmente o leitor sabe, de sua experiéncia anterior, que um polinémio
na indeterminada X é um simbolo da forma

f=ay+a1 X +asX?+ - +a, X"

Neste livro ele descreve o uso da divida metédica como forma de tornar a ideias claras e
precisas a partir das quais poderia-se chegar a conclusoes validas. Por esta e muitas outras

contribuicdes, ele veio a ser considerado o “pai da filosofia moderna”.
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Ha, porém, um pequeno problema em defini-lo assim: diferentes polinémios
podem ter diferentes “comprimentos”, o que dificulta a defini¢do rigorosa das
operagoes. Para evitar isto vamos formular a defini¢io de um modo levemente
diferente.

DerinigAo 5.2.1 Um polindmio f com coeficientes em K, na indeterminada
X é um simbolo da forma

00
f:ZaiXi:a0+a1X+a2X2—{—---+aan+...’
1=0

onde a; € K, 0 < i < 00, e apenas um namero finito deles é diferente de 0;
isto é, existe um indice n tal que a,, 0 e a; =0 se i > n.

O inteiro positivo n chama-se o grau de f, que denotaremos por gr (f),
e o coeficiente a,, o lider de f ou, por vezes, o coeficiente dominante de f.
Um polinémio cujo coeficiente dominante é igual a 1 diz-se um polinémio
maonico

Incluiremos também o polinémio nulo, que é o simbolo em que todos os
coeficientes sdo 0 e que, por convencgio, consideraremos de grau —oc.

O conjunto de todos os polinémios na indeterminada X, com coeficientes
em K sera representado pelo simbolo K [X].

E claro que, se f é um polindmio de grau n, por vezes o escreveremos na
forma
2
f=ap+ a1 X +a X+ -+ a, X",

omitindo os termos da forma a; X"*, para ¢ > n, uma vez que estes sdo todos
iguais a zero. Quando for conveniente, também escreveremos f ordenando
seus termos por poténcias decrescentes de X, isto é, na forma:

f=a, X"+ a, 1 X" 1+ 4+ a1 X +ap.

Da propria definicdo, segue que dois polindémios f = ag+ a1 X +as X2 +
oo dapn X" e g=by+ 01 X +bX?+ -+ B, X™ sdo iguais se e somente
se n = m e, para cada indice 7, 1 < i < n tem-se que a; = b;.

Note que um polinémio f é de grau 0, entdo ele é da forma f = ay,
com ag € K\ {0}. Os polinbmios de grau 0 sdo chamados constantes
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identificando cada elemento a € K com o polinémio de f = a, grau 0,
podemos considerar que K C K [X]. Por convengdo, consideraremos que o
polinémio nulo também é um polinémio constante.

5.2.1 Operacoes entre polinomios

A seguir, vamos definir operac¢oes no conjunto K [X] de todos os polinomios
com coeficientes em K. Faremos isso formalmente, mas o leitor devera
observar que se trata das definicoes de soma e produto que lhe sdo familiares.

DEFINIgAO 5.2.2 Sejam f = > 0 a; X" e g = > o0 b; X" dois polindmios
de K[X]. Chama-se soma de f e g ao polinémio

o0

fHg=>) (ai+b)X"
i=0
Chama-se produto de f e g ao polinémio
fg=> ax”,

k=0

onde cada coeficiente cg, 1 < k < 0o é dado pela formula:

Ci = (Iobk + albk_l + agbk_g + -+ akbo = Z aibj.
i1+j=k

Exempro 5.2.1 Considere os polindmios f = 1-X+X? eg =34+ X2 - X3
de Q [X]. Entéo:

f+g=4—X+2X%- X3

Calcular o produto seguindo a definicdo formal darda um pouco mais de
trabalho, mas o leitor verificard facilmente que se trata do produto que lhe
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é familiar. Vamos calcular os coeficientes do produto, um a um, aplicando
diretamente a definicdo. Temos:

co = agbp =1-3 =3,

c1 = agby +abp=1-0+(—1)-3 = -3,

co = agby + a1y +agbp=1-14+(=1)-0+1-3 =4,

c3 = agbs + a1by + asbi + asby
=1-(-1)+(-1)-1+1-04+0-3= -2,

c4 = agby + a1b3 + a2by 4+ asby 4 a4bg
=1-0+(-1)-(-1)+1:-14+0-14+0-3=2,

c5 = aogbs + a1by + agbs + aszbs + asby + asbg
=1-0+(-1)-0+1-(-1)4+0:-140-04+0-3=—1,

ce = agbg + a1bs + asby + asbs + asba + asby + agby
=1-0+(-1)-0+1-0+0-(-1)+0-140-(—=1)+0-3=0,

e é facil ver que, para k > 6, todos os coeficientes sdo iguais a 0. Assim,
fg=—-X"+2X*—2X3+4X% -3X + 3.

Naturalmente, ao trabalhar com exemplos concretos escreveremos os
polindmios na forma usual (sem considerar os infinitos coeficientes iguais
a zero) e faremos as operacoes de modo que é familiar ao leitor.

Tal como observara Stevin, as operagdes com polindmios tém as mesmas
propriedades que os operacdes entre nimeros inteiros.

(i) (PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA SOMA) Para toda terna de
polinémios f, g, h de K [X] tem-se que

(f+g)+h=f+(g+h).

(ii) (ExiSTENCIA DE NEUTRO DA soMA) O polinomio nulo, é o
elemento neutro da soma. No que segue denotaremos o
polinomio nulo simplesmente por 0, e o significado deste
simbolo estard sempre claro, do contexto. Ele é tal que

f+0=0+ f=f, para todo f € K[X].

117



CAPITULO 5. POLINOMIOS E EQUACOES ALGEBRICAS

(iii)

(viii)

(Existéncia DE oposto) Para cada polinéomio f € K[X]
existe um outro elemento, que denotaremos por —f, que
chamaremos de seu oposto, tal que

fH(=N=(D+]=0

(PROPRIEDADE COMUTATIVA DA SOMA) Para cada par de
polinémios f e g de K [ X] tem-se que

Jtag=9g+

(PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DO PRODUTO) Para toda terna de
elementos f, g e h de K [X] tem-se que:

(fg)h=f(gh).

(EXISTENCIA DE NEUTRO DO PRODUTO) O polinémio > oo, a; X",
em que ag = 1 e a; = 0 para todo indice i > 0, é o neutro
multiplicativo de K[X|. Também denotaremos este elemento
simplesmente por 1 e, novamente o significado do simbolo
estard sempre claro, do contexto. Ele é tal que

f-1=1-f=f, paratodo f € K[X].

(PROPRIEDADE COMUTATIVA DO PRODUTO) Para cada par de
polinémios [ e g de K [ X] tem-se que

fa=gf.

(PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA) Para toda terna de polinémios f, g
e h de K[X] tem-se que:

flg+h)=fg+ fh,
(f+g)h = fh+gh.
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A demonstracdo de todas estas propriedades é muito simples, embora
algo longa e tediosa, e a deixamos a cargo do leitor. A titulo de exemplo,

demonstraremos a validade da primeira equagao de (ix).
Sejam f=> " a; X", g=> 2 biX" e h=> .2 ¢X" entdo

f(gh) = ZaiXi [Z (b; + ¢;) Xi]
i=0

1=0
T
— Z a; (bj+Cj) Xk
k=0 |i+j=k
T
— Z Z (aibj—i—aicj) Xk
k=0 |it+j=k
T
= Z Z aibj—i— Z a;Cj X*
k=0 |i+j=k i+j=k
00 00
— Z Z a;b; —|—Z Z a;C;j X*
k=0 \itj=Fk k=0 \itj=Fk
o0 00
= Z Z CLibj Xk—l-z Z a;C4 Xk
k=0 \it+j=k k=0 \itj=k
= fg+rfh

5.2.2 Divisibilidade em K [X]

DerinNigAo 5.2.3 Sejam f e g polindémios de K [X], com g # 0. Diz-se que
g divide f (ou que g é um divisor de f ou, ainda que f é multiplo de g) se
existe um polinémio h € K[X] tal que f = gh.

Para indicar que g divide f usaremos a notagdo g | f e para negar esta
afirmacdo escreveremos ¢ 1 f.

Seja f um polindmio de K [X]. Note que se g € um polinémio constante
ndo nulo; isto é se g € K, g # 0 entdo sempre podemos escrever
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f=gq (g_l)) f. Logo, todo polinémio constante é um divisor de f. Da
mesma forma, é facil ver que todo polinémio da forma af, com a € K, a # 0
é um divisor de f. Elementos desta forma chamam-se associados de f.

Derini¢Ao 5.2.4 Dado um polindmio f, os polinémios constantes e os
associados de f dizem-se os divisores improprios de f. Um divisor de f
que ndo é improprio, diz-se um divisor proprio de f.

Um fato muito importante é que, no conjunto K[X] pode se definir
divisdo com quociente e resto, tal como ocorre no conjunto dos nameros
inteiros, como veremos a seguir.

Teorema 5.2.1 (ALcoritmMo DA pivisio EM K [X|)  Dados dois polinémios
f,g € K[X], com g # 0, existem polinémios q,r € K[X] tais que

f=gq+7r com r=0ougr(r)<gr(g).
Os polinomios q e r nestas condigdes sdo tinicos.

DEMONSTRAGAO: Vamos provar inicialmente a existéncia de polinémios ¢ e r
nas condicoes do enunciado.

Claramente, se gr (f) < gr(g), podemos tomar ¢ = 0, r = f e estes
polinémios verificam as condicdes requeridas.

Podemos supor entdo que gr (f) > gr(g).

Vamos fazer a demonstracdo por indugdo no grau de f, que denotaremos
por n.

Se n = 0 entdo gr(g) também é igual a 0; logo g é uma constante e,
portanto, tem inverso g_l. E facil ver que q = fg_1 e r = (0 estdo nas
condicoes requeridas.

Vamos supor entdo que gr(f) = m e que o teorema vale para todo
polinémio de grau menor que n.

Sejam f = ap X" +apn 1 X" '+ -+ X +age g = b, X"+
b1 X™ 1 .. 4+ 51X + by, onde, por hipétese, m < n.

Consideramos entdo o polinémio:
fi=171- Z—"X Mg

m

= (Cl,n—i — Z—nbm_l) Xn—m—l + -+ (Gl — Z—nbl) X + (CLO — a—nbo
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Pode acontecer que f; = 0. Neste caso,

q:a—nX”_mg e r=0
bin

sdo polindmios nas condi¢des do enunciado.
Se f1 # 0 entdo gr (f1) < gr (f) e, pela hipétese de indugéo, o enunciado
vale para f;. Entdo, existem ¢; e r; tais que

fi=qg+mr com r;=00u gr(r)<gr(g).
Temos entao que

Qn,

—m an n—m
f:f1+b—Xn 9:((11+—X )g+7“1

bm,
e, neste caso, os polinomios ¢ = g1 + 3= X"~"™ e r = r; estdo nas condigdes

do enunciado.

Vamos demonstrar agora a unicidade destes polindmios. Com efeito,
suponha que existem ¢, r e também ¢, 7 tais que

f=q9+r=qg+r,

onde r = 0 ou gr(r) < gr(g) e também r; = 0 ou gr (r1) < gr(g).

Temos entdo que (¢ — q1) g =11 — .

Se r1 —r = 0 segue que 11 =7 e (¢ —q1)g = 0. Como g # 0, isto
implica que ¢ — ¢1 = 0, onde ¢ = ¢1, como queriamos demonstrar.

Por outro lado, se 1 — r # 0, entdo

gr(ry —r) < min{gr(r),gr(r)} <gr(g).
Ainda, no primeiro membro da equacdo acima temos que

gr((g—q1)q) >er(y),

uma contradicao. ]

DerinigAo 5.2.5 Os polindbmios ¢ e r do teorema acima chamam-se
respectivamente o quociente e o resto da divisdo de f por g.
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Exercicios

1. Calcular f + g e fg nos seguintes casos de polinémios em Q[X]:
@ f=14+X+X2 ¢g=3-2X—-X?+2X3
b f=5-X—-X2 ¢g=1-2X+2X?-3X53
© f=1-X, g=1+X+X%2+...+ X",

2. Calcular f + g e fg nos seguintes casos:
@ f=1+X+X2%2 ¢g=3-2X—-X?%24+2X3em Z;5[X].
b) f=3+2X+2X?, g=3-2X—-3X?+3X3%em Z;[X].

3. Sejam f e g polindmios de K [X]. Provar que:

(@) gr(f)+er(g) < max{gr(f),gr(g)}
(b) gr(fg) =gr(f)+er(g)
(c) Se fg=0entio f =0 oug=0.

4. Mostre através de exemplos que, se tomarmos polind6mios com coeficientes
em Z,,, onde m é um inteiro ndo primo, entdo as propriedades (b) e (c) do

exercicio anterior ndo sao necessariamente validas.

5. (a) Determinar o nimero de polindmios de Z5[X] cujo grau é menor o

igual a 4.

(b) Determinar o nimero de polindmios de Z5 [X ] cujo grau é precisamente

igual a 4.

6. Um polindomio f € K [X] diz-se inversivel se existe g € K [X] tal que fg = 1.

Determinar o conjunto de todos os elementos inversiveis de K [X].
7. Achar um polinémio ndo constante de Z4 [X| que é inversivel.

8. Sejam f e g polindmios ndo nulos de K [X]. Provar que
(@) Se g | f entdo gr(g) < gr(f).
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10.

11.

12.

13.

14.

(b) Se g | f e f| g entdo g é um associado de f.

Sejam f,g,h € K[X] (e sempre que afirmamos que um deles é um divisor,

estaremos assumindo que é diferente de 0). Provar que:

@ f]f.

(b) Se f|geg]|hentdo f | h.

(c) Se f|ge f|hentdo f|(g£h).
(d) f | g se e somente se (fh) | (gh).

Determinar o quociente e o resto de dividir f = 5X?% 4+ 3X3 + 1 por
g=3X%+2X +1em Z;[X].

Dados os polinémios f = 3m?X* — 11mX?® — (m?—10) X? +
(6m? +5m) X e g =3mX?® —5X? — mX + 6m + 3, de R[X], determinar

m para que f seja divisivel por g.

Seja n um inteiro positivo, Achar o resto de dividir (X — 2)""+ (X — 1)" +2
por (X —1)(X —2) em Q [X].

Sejam f,g € K[X] e seja r o resto da divisdo de f por g. Provar que todo

divisor comum a f e g é também um divisor comum a g e r.

Sejam f,g € K[X]. Um polinémio d € K[X] diz-se um mdximo divisor
comum se:

i d| fed]g.

(ii) Sed | fed |gentdo d |d.

Prove que:

(a) Mostre que se d; e d2 sdo ambos um maximo divisor comum de f e g

entdo d; é associado a ds.

(b) Prove que existe um Gnico maximo divisor comum de f e g que é

monico. Este polindmio serd denotado por mdc (f, g).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Mostre que o méaximo divisor comum de dois polindmios pode ser calculado da
forma analoga ao méaximo divisor comum de dois ntimeros inteiros, utilizando

o Algoritmo de Euclides

Sejam f,g € K[X] e seja d = mdc(f,g). Provar que existem r,s € K[X]

tais que d = rf + sg. (Sugestdo: Usar o exercicio anterior).
Achar o maximo comum divisor dos polinémios f e g nos seguintes casos:

@ f=X*+X34+2X?2-X -3, g=X>+X?-4X+2
b f=X*4+2X3-32+5, ¢g=X2-3X+2.

Seja Z um subconjunto ndo vazio de K[X| que tem as seguintes propriedades:

(i) Se g,h € Z entdo g+ h € L.

(ii) Se g € T e f é qualquer polinémio de K [X] entdo gh € Z.

Provar que existe um polinémio f, € K[X] tal que Z é o conjunto de todos

os mdltiplos de fj.
Sejam f, g € K[X]. Provar que o conjunto
I=A{af+pBg | apBcK[X]}

tem as propriedades (i) e (ii) do exercicio anterior.

Utilizar este fato para provar que existem r, s € K [X] tais que
mde (f,g) =rf + sg.

Sejam f, g € K[X], onde f é um polindémio irredutivel. Provar que f | g ou
mdc (f,g) = 1.

Seja f um polindmio irredutivel de K [X]. Provar que, se f divide um produto
gh, entdo f | g ou f | h (Sugestdo: utilizar a propriedade demonstrada no

Exercicio 19).
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22. Um polinémio f € K [X] que ndo é um polinémio constante, diz-se irredutivel

se nao tem divisores proprio. Em caso contrério, ele diz-se redutivel.

(a) Provar que um polinémio f nio constante é irredutivel se e somente

se toda vez que f se escreve como um produto f = gh tem-se que
gr(g) =0ougr(h)=0.
(b) Provar que todo polinémio f ndo constante tem pelo menos um divisor

irredutivel.

(c) Provar que todo polinémio f ndo constante pode se escrever como um

produto da forma:
f=afi-fi,
onde a € K e cada f;, 1 < ¢ <t é um polinémio irredutivel.
(d) Utilizar o exercicio anterior para provar que a expressao obtida acima

para f é Unica.

23. Provar que o conjunto de polindmios irredutiveis de K [X] é infinito.

5.3 Raizes pe PoLINOMIOS

Cardano observara, no Ars Magna, que uma equacdo de quarto grau pode
ter, no maximo, quatro raizes. Depois, Peter Rothe num texto intitulado
Arithmetica Philosophica, publicado em 1608, escreveu que um polinémio de
grau n pode ter n raizes. A estrutura das equagdes algébricas foi devidamente
explorada por Alber Girard num livro intitulado Invention Nouvelle en [Algebre
de 1629, onde escreve

Todas as equacdes em dlgebra recebem tantas solucoes quanto o expoente
da maior quantidade |. . .]

Mais adiante, Descartes faz uma afirmacdo semelhante, devidamente
fundamentada, que é consequéncia do seu Teorema do Resto:

Cada equagdo pode ter tantas raizes diferentes quanto o niimero de
dimensoes da quantidade desconhecida na equagao.
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Nesta se¢do vamos precisar conceitos e demonstrar estas afirmacoes.

DEerinigAo 5.3.1 Sejam @ € K e f = > 2 a; X" um polinomio de K[X].
Chama-se valor de f em a ao elemento

oo

f (a) :Zaiai c K[X].

1=0

Note que, como a soma Y ., a;a’ é finita, pois apenas um namero finito
de coeficientes de f é diferente de 0, o elemento f (a) estd bem definido.
Ainda, é fcil verificar que a func¢do ¢, : K[X] — K que a cada polinémio
f € K[X] associa o valor f (a) é tal que

o (f+9) = wal(f)+walg),
@a(fg) - @a(f)%pa(g)°

Em outras palavras, tem-se que

(f+g)(a) =
(fg)(a) =

ExempLo 5.3.1

Sejam f = X? + X + 1,9 =2X?+ X —1 € Q[X]. Entio f(1) =3 e
g (1) = 2. Por outro lado temos que

f4+g = 3X?+2X,
fg = 2X*+3X3+2X%-1,

donde

(f+g9) (1) = 5=3+2=Ff(1)+g(1),
(fg)(1) = 6=3-2=f(1)g(1).

DerinigAo 5.3.2 Seja f um polindmio de K [X]. Um elemento a € K diz-se
uma raiz de f se f (a) = 0.
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O fato de existir em Algoritmo da divisdao K [X] nos permitira discutir
rigorosamente a questdo de quantas raizes um polindmio pode ter. Os
resultados a seguir sdo de demonstracdo muito simples, mas de grande
importancia para nosso objetivo.

Teorema 5.3.1 (Teorema po Resto) Sejam f um polindmio de K [X]| e a um
elemento de K. Entdo, o resto da divisdo de f pelo polinomio X — a é
precisamente f (a).

DemonstrAGA0: Conforme o Algoritmo da Divisdo, existem ¢,r € K [X] tais
que
f=(X—-a)g+r com r=0ou gr(r)<gr(X —a).

Calculando o valor de ambos os membros dessa igualdade em a temos:
fla)=(a—a)q(a)+r=r,

como queriamos demonstrar. ]

Cororario 5.3.1 (Teorema pE Descartes) Sejam f um polinémio de K [X] e

a um elemento de K. Entdo, a é raiz de f se e somente se f é divisivel por
X —a.

DEMONSTRAGAO: Basta observar que a é raiz de f se e somente se o resto da
divisdo de f por X — a é igual a 0. ]

DerinigAo 5.3.3 Sejam f um polinémio de K [X] e a um elemento de K.
Diz-se que a é uma raiz de f de multiplicidade m se (X — a)™ divide f e
(X —a)™" nao divide f.

Em outras palavras, se a é uma raiz de f sabemos, pelo Teorema de
Descartes, que (X — a) divide f. A multiplicidade de a como raiz de f é a
maior poténcia de (X — a) que divide f.

Teorema 5.3.2 Um polinémio f € K [X], de grau n tem, no mdximo, n raizes
(contadas com as respectivas multiplicidades) em K.
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DeEMONsTRAGAO: Vamos demonstrar o resultado por indugdo em n.

Se n = 1 entdo f é da forma aX + b e é facil ver que a Gnica raiz de f
em Ké X =—2.

a
Seja entdo gr (f) = n e suponhamos, como hipétese de indugio, que o

resultado vale para todo polindmio de grau menor do que n.

Se f ndo tem raizes em K, o resultado é trivialmente verdadeiro.
Suponhamos entdo que f tem uma raiz a € K e seja m a sua multiplicidade.
Conforme a definicdo de multiplicidade, existe g € K [X] tal que

f=(X-a"g

Como gr(f) = m + gr(g), temos que m < n e gr(g) =n —m. Se f
nio tem outras raizes, o resultado estd demonstrado.

Note que, se b # a é outra raiz de f entdo b é raiz de g. De fato, se b é
raiz de f temos que

0=F()=(b—-a)g(b)

e, como (b — a) # 0 segue que g (b) = 0. Assim, todas as outras raizes de f
sdo raizes de g e, pela hipotese de inducado, g tem no méaximo ¢ raizes, onde

t<gr(g) =n—m.

Logo, f tem ao todo m + t raizes. Como m +t < m+ (n—m) = n, o
resultado estd demonstrado. ]

Em relagao a este resultado, veja também o Exercicio 10.

Exercicios
L Sejam f= X2+ X +1,g=2X%2+2—1¢€Z;[X]

(a) Calcular f(—1)e g(—1).

(b) Achar os polinémios f + g e fg.

(c) Calcular (f+9)(a) e (fg) (a) e verificar que
(f+9)(a) = f(a)+g(a) e (fg)(a) = f(a)g(a)
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10.

11.

Determinar todas as raizes do polinémio f = 2X? + X — 1 € Z5 [X] em Z5,

testando todos os valores possiveis.

Mostre que o polindémio f = X2+ 5X +6 € Zg [X] tem mais que duas raizes

em Z6.

(a) Provar que se um elemento a € K é raiz dos polinémios f,g € K[X],

entdo a é raiz do resto de dividir f por g.

(b) Deduzir que, se f,g € K[X] tém raizes comuns, entdo mdc (f, g) # 1.

Seja f = an X" +an 1 X" 1+ +a1X + ag € Q[X] um polinémio tal
que todos seus coeficientes sdo nimeros inteiros. Provar que, se a = % e

é uma raiz de f, entdo p | ap e q | an.
Achar todas as raizes de f = 3X3+ X2 +6X +2em Q e em R.
Provar que o polindmio f = X% —2X?2 + 8X + 1 é irredutivel em Q [X].

Sejam a,b € K, com a # b. Provar que se um polinémio f é divisivel por
X —a epor X —bem K[X], entdo é divisivel pelo produto (X — a) (X —b).

Determinar todos os inteiros primos p tais que X% + X3 — X2 — X 4 24 ¢
divisivel por X + 2 em Z, [X].

Seja f € K[X] um polinémio de grau n e sejam a1, ..., todas as raizes

de f em K, com multiplicidades my, ... m; respectivamente. Provar que
f=X—-o)™ (X =)™ g
onde g € Kz é um polindmio que ndo tem raizes em K.

Seja f um polinémio de K[X]. Definimos uma funcio p; : K — K
associando a cada elemento a € K o valor f (a) € K. Esta fun¢do chama-se

a funcdo polinomial definida por f.

(a) Provar que, quando K é um conjunto infinito, dados dois polinémios

f,g € K[X] tem-se que wf = pg se e somente se f = g; isto é, dois
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polinémios definem a mesma funcdo se e somente se sdo iguais (este
resultado era chamado, classicamente, de Principio da Identidade de

Polinomios).

(b) Seja p um inteiro primo. Mostrar que existem polindmios diferentes
f,9 € Z,[X] tais que p¢ = g ; isto &, tais que f (a) = g (a) para todo
a€Z,X]
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6

O TeEorREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

6.1 INTRODUCAO

Desde a introducdo dos niimeros complexos, uma preocupacdo fundamental
em matematica foi saber se estes niimeros seriam suficientes para resolver
todas as equacgdes algébricas ou se a resolucio de equacdes de graus
maiores forcariam a introducdo de novos conjuntos numéricos. Depois
da demonstracdo da Féormula de De Moivre, ficou claro que, se fosse
possivel resolver equagdes de graus maiores usando as operagoes algébricas
e, eventualmente, radicais, entdo os nimeros complexos seriam suficientes.
Infelizmente ndo foi possivel achar féormulas dessa natureza e, com os
trabalhos de Ruffini de 1805 e de Abel de 1825, ficou claro que tais formulas
ndo existiam para equacoes algébricas de grau maior o igual a 5.

No entanto, esse ndo foi o Gnico caminho a ser tentado. Também se
procuraram caminhos alternativos para demonstrar o Teorema Fundamental
da Algebra, que pode se enunciar brevemente da seguinte forma:

Todo polinémio com coeficientes complexos tem n raizes complexas.

Em 1702, Gottfried Wilhelm Leibniz acreditou ter uma prova de que o
teorema era falso. Ele afirmou que um polinémio da forma X* + a* nio
poderia ser escrito como produto de dois polindmios de segundo grau (o que
necessariamente deveria acontecer se o teorema fosse verdadeiro). Em 1742,
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Leonhard Euler, em correspondéncias com N. Bernoulli e C. Goldbach,
mostrou que o contraexemplo estava errado, exibindo a fatoracdo correta
(veja o Exercicio 12).

A primeira tentativa séria de demonstrar o teorema é devida a D’Alembert,
em 1746, mas ele usava sem demonstracdo um resultado que s6 foi provado
em 1851 por Poiseaux e cuja prova depende deste teorema. Em 1749 Euler
tentou dar outra prova mas sua demonstragdo é rigorosa para equacoes de
quarto grau, mas apenas um esboco no caso geral.

Em 1772, Joseph Louis Lagrange deu um longo argumento, baseado no
seu trabalho com permutacées, tentando “completar” a prova de Euler. Porém,
de certa forma, Lagrange assumia que existiam n raizes e que estas tinham
as propriedades dos nameros. Nessas condicoes, ele conseguia provar que as
raizes eram, de fato, nimeros complexos.

Finalmente, a primeira prova realmente completa do Teorema Funda-
mental da Algebra foi dada por Carl Friederich Gauss na sua tese de
doutoramento, em 1799, intitulada Nova demonstracdo do teorema que toda
funcdo algébrica racional inteira de uma varidvel pode ser decomposta em
fatores reais de primeiro e segundo grau. Como observaram diversos autores,
a Unica incorrecdo da tese estid no titulo, uma vez que ndo se trata de uma
nova demonstracdo mas da primeira demonstracdo realmente correta (para os
padrdes da época) de tal fato.

Mesmo a prova de Gauss, que usa propriedades do tipo “topoldgico”
ndo pareceria completamente rigorosa ao leitor moderno pois, embora o
argumento seja altamente original, ele depende de determinar a intersecao
de duas curvas. A prova, porém, esta substancialmente correta e nos resulta
totalmente satisfatéria quando a parte “analitica” e é feita com o rigor a que
hoje estamos acostumados e que seria introduzido no século seguinte.

Ao longo de sua vida, Gauss deu mais trés provas diferentes deste teorema.
Em 1814 Jean Robert Argand publicou uma prova que é considerada por
varios autores como a prova mais simples do teorema, embora nio seja
completamente elementar. Estas e outras demonstracoes hoje conhecidas
podem-se ver num texto totalmente dedicado ao assunto [8].
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6.2 O TeEoremA

Nesta secdo vamos enunciar o Teorema Fundamental da Algebra e estudar
algumas de suas consequéncias importantes. No Apéndice final deste capitulo
damos uma demonstracdo deste resultado.

TeoremA 6.2.1 (TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA) Seja
f=ap X"+ a1 X" 1+ a9 € C[X]

um polinémio com coeficientes complexos, tal que a,, # 0 e n > 1. Entdo existe
a € C tal que f (o) = 0; isto é, f tem pelo menos uma raiz em C.

A seguinte é uma consequéncia importante deste teorema.

Prorosi¢io 6.2.1 Dado um polinémio f € C[X], de grau n > 1, existem
ai, . ..,qp € C, inteiros positivos ny,...n, e a € C tais que

f=a(X —ap)™ (X —a;)",

onde a1, . .., o, sdo as raizes distintas de f, tem-se queny + --- +n, = n =
gr (f) e a é o coeficiente dominante de f.

DeEMoNsTRAGAO: Faremos a demonstracdo por inducdo em n.
Se n =1 entdo f é da forma f = aX + b e podemos escrever

Claramente, a é o coeficiente dominante de f e —g é sua Unica raiz.

Suponhamos, como hipétese de inducdo que o teorema vale para todo
polinémio de grau menor que n = gr(f). Pelo Teorema Fundamental da
Algebra, f tem uma raiz a; em C. Seja 1 a multiplicidade de «. Entdo f
é divisivel por (X — a1)™, donde existe g € C [X] tal que

f — (X - al)nl 9,

e tem-se que n = gr (f) = n1 + gr (g).
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Pela hipétese de inducdo, existem a € C, ao,...,a, € C e inteiros
positivos ng, ..., n, tais que

g=a(X —ag)” - (X —a,)"",

com ng + -+ 4+ n, = gr(g).
Substituindo esta expressdo de g na formula para f acima, a tese segue
imediatamente. [

Este resultado pode-se enunciar equivalentemente, da seguinte forma.

Cororario 6.2.1 Dado um polinomio f € C[X]|, de grau n > 1 existem
ai, ..., 0, (ndo necessariamente distintos) e a € C tais que

f=a(X —a1) (X —ap).
Como consequéncia imediata temos o seguinte.

CorotArio 6.2.2 Um polinémio monico f € C|[X] é irredutivel se e somente
se ele da forma f = X — a, para algum elemento a € C.

O proximo resultado nos permitira classificar também os polinémios
irredutiveis de R [X].

Prorosicio 6.2.2 Seja f = a, X" +a,_ 1 X" 1+ +a1 X +ag um polindmio
com coeficientes reais. Se o € C é uma raiz de f entdo o seu conjugado o
também é raiz de f.

DemonsTRAGAO: Com efeito, se a é raiz de f temos que
0= f (CY) = anoz” + an_lan_l + -+ a1+ ag

e tomando conjugados

0 = f(a) = apa”+ap_1a™ 1+ +aja+ ag
= @,a'+a, a1+ +aa+a
= apd" +ap, 1@+ taata = f(@).
Esta Gltima equacdo mostra que « é raiz de f. [
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CoroLARIO 6.2.3 Seja f = ap, X" +an,_1 X" 1+ -+a1 X +ag um polinémio
com coeficientes reais. Se o = a + bi € C, com b # 0, é uma raiz de f, entdo
este é divisivel pelo polinomio X? + (a +a) X + aa € R[X].

DemonsTrRAGAO: Como « é raiz de f, pelo Teorema de Descartes, podemos
escrever [ = (X — «) - g, para algum g € C[X]. Ainda, como & também é
raiz de f temos

O=f(@=@-a) g(@.

Como assumimos que b # 0 temos que (@ — «) # 0, donde g (@) = 0.
Novamente pelo Teorema de Descartes podemos escrever

g=X-a)-n,
para algum h € C[X]; portanto
fr=(EX-aX-a)h
= (X*+ (a+a)X +aa)h.
Finalmente, como o« + @ = 2a e aax = a? + 62, temos que
X*+(a+a)X +aacR[X].

Note ainda que, como f e X 2 4 (a + @) X + aa pertencem ambos a
R [X], temos também que h € R [X]. O]

Cororario 6.2.4 Seja f € R[X]| um polinémio irredutivel. Entdo f tem grau
igual a 1 ou 2.

DemonsTrAGAO: Se f é irredutivel, entdo ele é ndo constante, donde gr (f) > 1.
Pelo Teorema Fundamental, existe o € C tal que f (a) = 0.

Se « é real, entdo podemos escrever f = (X — «) g em R [X] e, como f
é irredutivel, g deve ser constante. Logo gr (f) = 1.

Se « ndo é real, pela Corolario 6.2.3 acima, existe h € R[X] tal que
f= (X 2 4 (a+a) X + oﬂ) h e, novamente, como f é irredutivel, h deve
ser constante. Logo gr (f) = 2. N
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Claramente, todo polinémio de primeiro grau é irredutivel. O préximo
resultado permite distinguir quais polindmios de segundo grau de R [X] sdo
irredutiveis.

Prorosicio 6.2.3 O polinémio
f=aX?+bX +c¢

é irredutivel se e somente se b®> — 4ac < 0.

DeMoONSTRACAO: Se b? — 4ac > 0 entdo os nimeros reais

_ —b+ Vb —dac —b — Vb2 — 4ac

2 ¢ 2= 2

7]

sdo raizes do polinémio e ambos sdo nameros reais. Logo, podemos escrever
f na forma

f:(X—Oél)(X—Ozg).

Logo, f ndo é irredutivel.
Reciprocamente, se f é redutivel em R [X], ele s6 pode ser produto de
dois polinomios de primeiro grau. Portanto, existem oy, as € R tais que

f=a(X-01) (X —a2) =a(X?~ (a1 +01) X + aras)

donde

b=—a(a1+a) e c¢=axjas.

Logo,

b? — dac = a® (g + a2)2 — 4a’aqay = a? (g — a2)2 > 0.
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Exercicios

1. (a) Mostrar que o polinémio f = X2 + X + 4 ¢é irredutivel em R [X].
(b) Escrever f como produto de fatores irredutiveis em C [X].

(c) Escrever f como produto de fatores irredutiveis em Z3[.X].
2. Escrever o polinomio X* + 4 como produto de fatores irredutiveis de Z5 [X].

3. Escrever o polindmio X3 +2X?2+2X +1 como produto de fatores irredutiveis
de 27 [X]

4. Achar o resto de dividir um polinémio f por (X + 2) (X — 1) sabendo que
f(=2)=-1ef(1)=8

5. Escrever o polindmio X* + X2 4 1 como produto de fatores irredutiveis de

R[X] e de C[X].

6. De um polinémio f € K[X] sabe-se que, quando dividido por X + 1 da resto
3; que seu termo independente é —8 e que uma de suas raizes é —4. Achar o
resto da divisdo de f pelo produto X (X + 1) (X +4).

7.  (a) Determinar o valor de m para que o polindmio f = 2X3 +
(1 —2m) X%+ (1 —m) X + 1 seja divisivel por (2X + 1).
(b) Para o valor de m achado, decompor f com produto de polinémios
irredutiveis de Q [X] e de R [X].
8. (a) Provar que um polinomio f € K[X], de terceiro grau, é redutivel se e
se e somente se tem uma raiz em K.
(b) Provar que o polinémio X3 + X + 2 é irredutivel em Z5 [X].
(c) Escrever o polinémio X3 4+ 2X + 3 como produto de polinémios
irredutiveis de Z5 [X].

9. Determinar todos os polinomios irredutiveis de grau 3 em Z5 [X].

10. Mostrar que, para todo primo p existem polinémios em Z,, [X] que ndo tém

nenhuma raiz em Z,,.
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11. Provar, sem utilizar no¢des de calculo (mas admitindo o Teorema Fundamental
da Algebra) que todo polinémio de R [X], de grau impar, tem pelo menos uma

raiz real.

12. Em 1702, G.W. Leibniz observou que se a é um namero real, entdo
Xt 4ot = (X2 + a2i) (:1:2 — a27l)

embora ndo usando o simbolo ¢ que s6 foi introduzido por Euler em 1777.
Ele afirmou que este polinémio ndo poderia ser escrito como o produto de
dois fatores de segundo grau em R[X], o que contraria o Corolario 6.2.4

e produziria, portanto, um contraexemplo para o Teorema Fundamental da

Algebra.

(a) Prove que

hs() + el

(b) Escreva X* — a* como produto de dois fatores de segundo grau em
R [X].

13. O Pequeno Teorema de Fermat afirma que, se p € um nimero primo e a é um

inteiro tal que p { a entdo a?~! =1 (modp).
(a) Utilize esse resultado para provar que, em Z, [X] tem-se que
X -1=(X-1)(X-2)-(X—(p-1)).
(b) Prove o Teorema de Wilson: Para todo primo p tem-se que
(p—1)!'=p—1 (modp).
Daremos uma demonstracdo de ambos teoremas no Capitulo 10.
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6.3 PoOLINOMIOS COM COEFICIENTES RACIONAIS

Na secdo anterior vimos critérios para decidir quando um poliné6mio é
irredutivel em R [X] e C[X]. Estudar irredutibilidade de polinémios em
Q [X] é um problema bem mais complicado, porque, como veremos, ndo
ha limitacdo para o grau destes polinémios, como acontece nos dois casos
anteriores (veja o Exercicio 2). Mesmo assim, ha alguns critérios que podem
ser de grande utilidade.

DerinigAo 6.3.1 Seja f = a, X" +a,_ 1 X" ! +--- + ag um polinémio com
coeficientes inteiros. Chama-se contetido de f ao maximo comum divisor
dos seus coeficientes ag, a1, ..., an.

Um polindémio diz-se primitivo se o seu contetdo é igual a 1.

Lema 6.3.1 (Lema pE Gauss) Se f,g € Z [X] sdo polinémios primitivos, entdo
o seu produto fg também é um polinémio primitivo.

DEMONSTRAGAO: Sejam

f=an X"+ a1 X" 4 +ao,

Suponhamos, por absurdo, que o produto fg ndo é primitivo. Isso
significa que existe algum primo p que divide todos os coeficientes deste
produto.

Como f é primitivo, existe algum coeficiente de f que ndo é divisivel por
p. Seja entdo r o menor indice tal que o p t a,

Da mesma forma, podemos determinar o menor indice s tal que p 1 b.

O coeficiente de X" 15 é:

Cr+s = aObr—i—s + aflbr—f—s—l + +a'r—1bs—1—1 + arbs + a'r—i—lbs—l +e e a'r—f—st-
Como p divide ag, a1, ...a,_1 temos que p divide a soma
aObr—i—s + albr—f—s—l + o+ ar—lbs—i—l-
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De modo analogo segue que p também divide
arbs + ary1bs—1 + - + arq5bo.

Como assumimos que p divide todo coeficiente do polinémio produto, p
também divide c,. ;. Consequentemente, p divide o produto a,.bs. Porém, p
nao divide a, nem divide bg, uma contradicio. O]

Lema 6.3.2 Seja f € Q[X] um polinémio ndo nulo. Entdo f pode-se escrever
sob a forma

a *
f - gf )
onde a,b € Z e f* é um polinémio primitivo de Z [ X].

DEMONSTRAGAO: Seja

f=2 x4 X e QX
by b1 by

onde a;,b; € Z,0 <1 <n.
Chamando b = byb; - - - b,, podemos escrever

1 b
f= Efl’ com f; = agt+a) X+ -+a, X" onde a; = @iy cZ,0<1i:<n.
(]
Ainda, se a = mdc (ag,a1,...,a,) podemos escrever a;, = ac;, 0 <
i < n, e temos que mdc(co,c1,,...,¢,) = 1. Logo, f = 7f* onde
ff=co+a X+ 4 c, X" € Z[X] éum polinémio primitivo. O

Teorema 6.3.1 Seja f € Z [X]| um polinémio primitivo. Se f pode ser fatorado
como o produto de dois polinémios ndo constantes de Q | X] entdo também pode
ser fatorado como o produto de dois polindmios ndo constantes de Z [ X|.

DemonsTraGAO: Se f pode-se escrever na forma f = gh, onde g,h € Q [X]
sdo polinémios ndo constantes, aplicando o lema anterior a cada um dos
fatores podemos escrever:
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onde g* e h* sdo polindmios primitivos de Z [X]. Entdo temos

(bd) f = (ac) g*h".

Pelo Lema de Gauss, g*h* é um polindmio primitivo. Logo, ac é o
conteido do polinémio (ac)g*h*. Da mesma forma, temos que bd é o
contetido do polinémio (bc) f. Como ambos polinémios sdo iguais, temos que
ac = bd e, cancelando, f = g*h*, onde ¢* e h* sdo polinémios primitivos
de Z[X]. Ainda, temos que gr(g) = gr (¢*) e gr (h) = gr (h*); logo, estes
polinémios ndo sdo constantes. ]

TeoremA 6.3.2 (CriTériO DE IRREDUTIBILIDADE DE EISENSTEIN) Seja
f=a, X" +apn 1 X" 14+ a1 X + ao,

um polinémio com coeficientes inteiros. Se existe um ntimero primo p tal que
plan, pla, 0<i<n-—1, e p2J(a0

entdo f é irredutivel em Q [X].

DemonsTrRAGAO: De acordo com o Lema 6.3.], serd suficiente provar que f
ndo pode ser fatorado como produto de dois polind6mios ndo constantes em
Z [X]. Suponhamos entdo que

f=0bX"4+-+0by) (cs X°+---+0¢p), em Z[X], com b, # 0, cs # 0.

Como ag = bycy é divisivel por p, mas nido é divisivel por p?, segue que
p divide um dos coeficientes by, c,, mas ndo ambos. Suponhamos que p | by
e que p 1 co.

Claramente, p ndo pode dividir todos os coeficientes b;,0 < 7 < r, pois,
nesse caso, p dividiria todos os coeficientes de f, inclusive a,,.

Seja k o menor indice tal que p 1 bx. Note que k < r < n, . Calculamos
entao:

ap = brco + br_1¢c1 + -+ - + bocg.
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Como p divide bg_1, ... by segue que p divide a soma by_1¢1+- - -+ byck.
Ainda, como k < n sabemos, por hipétese, que p | ax, donde também

p | brco.
Isto é uma contradicdo, pois p 1 bx e p 1 co. O

ExempLo 6.3.1
Consider o polinémio
f=13X>+6X*4+3X3 49X — 15.
Como 3113, mas 3|6,3|3, 3|9, 3|15 mas 33 = 9 nio divide 15,

segue que f é irredutivel em Q [X].

Uma consequéncia importante do Critério de Eisenstein é a seguinte.

CorotArio 6.3.1 Para todo niimero primo p o p-ésimo polinomio cicloto-
mico:

(I)p(X):XP—1+Xp—2_|_..._|_X_|_1,

é irredutivel em Q[X].

DeEMoNsTRAGAO: Inicialmente observamos que

XP -1
X -1

O (X)=XP L XP 24 X 1=

Fazemos entdo a mudanca de variavel X = x + 1 e temos:

g(x) = (I)p<33+1>
(1t
N r+1-1
4 (Par 4+ (a1

r+1-—1

_ D p p—1 b p—2 p
:1:—|—(1:13 -+ 2:1: + + 1)
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E claro que g (z) é irredutivel se e somente se @, (X) é irredutivel (pois
se ®, (X) fosse redutivel, a mudanca de variavel, efetuada em cada um dos
fatores de ®, (X) daria uma decomposigao para g).

Como os coeficientes (IZ.’), 1 < i < p—1, sdo todos multiplos de p e
(21’) = p ndo é multiplo de p?, pelo critério de Eisenstein, segue que g, e
consequentemente também ®,, (X), é irredutivel. ]

O proximo resultado também pode ser util para decidir quando um
polindémio de Z[X] é irredutivel.

TeoremaA 6.3.3 Sejam p um primo e

f=a, X"+ ap_ 1 X" 14+ +a1X + ao,
um polinémio com coeficientes inteiros e seja

f=an X"+ @, X" 1+ + a1 X +ag,

onde a_l-_indica a classe de a; em Z,, 0 <
Se f é irredutivel em Z,, [ X] e gr (f)
em Q [X].

= gr(f), entdo f é irredutivel

DemonstrAGAO: Se f € redutivel em Q [X], pelo Teorema 6.3.1 podemos
escrever f =g -h,com g,h € Z[X] e gr(g) <gr(f), gr(h) <gr(f).

Sejam g e h os polindmios de Z,[X] que se obtém tomando classes
modulo p nos coeficientes de g e h respectivamente.

Entao B B
f=gh
Como
gr(9) <er(g) <er(f),
gr(h) <gr(h) <egr(f),

e gr(f)=gr(f) adecomposicdo acima mostra que f é redutivel em Z,, [ X],
uma contradicao. H
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Exercicios

10.

Seja f € Z[X] e seja a um namero racional tal que (X — a) divide f em

Q [X]. Provar que a € inteiro.

Sejam p um inteiro primo e n um inteiro positivo. Provar que o polinémio
X" — p é irredutivel em Q [X].

Seja f € K[X] um polinémio e a # 0 um elemento de K.

(a) Provar que f (X) é irredutivel se e somente se f (aX) é irredutivel.

(b) Provar que f (X) é irredutivel se e somente se f (a + X) é irredutivel.
Decidir quais dos seguintes polinomios sdo irredutiveis em Q [X].

@ X3+2X2+2X +1.
b) X7 +25X°%—-20X2 + 15.
) X°+5X2+3.

Escrever o polinomio X% — X3 + 2X2 — X + 1 como produto de fatores
irredutiveis de R [X] e de C [X].

Decidir se o polinémio X2 + X + 4 é irredutivel em Z; [X].

Determinar todos os valores de m para os quais o polindmio
X2 +mX + (m + 1) é redutivel em Z5 [X].

Provar que o polindmio f = X*+1 ¢ irredutivel em Q [X] e escrever f como

produto de polindmios irredutiveis de R [X] e de C [X].
Seja p # 2 um inteiro primo.

(@) Provar que existe um elemento b € Z,, tal que b* = 1.

(b) Mostrar que o polinémio X* + 1 é redutivel em Z,,.

Escrever o polinémio f = X6 4 X° + X% + X3 + X2 + X + 1 como produto
de fatores irredutiveis em Q [X], R[X] e C[X].
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11. Seja p um inteiro primo. Provar que o polinémio
XPml P2 L XP3 . X 41
é irredutivel em Q [X].

12. Utilizando as idéias da demonstracio do Corolario 6.3.1, provar que os

seguintes polindmios sdo irredutiveis em Q [X].

(@) X6+ X3 +1.
b) X3+3X +2.
) X3+6X2+1.

13. Seja f =" ,a; X" um polinémio de grau impar, tal que
anp =Qapn—o2=1 e a,—1=0.

Provar que, para todo inteiro a, o polindmio f (X + a) ndo satisfaz as
condicdes do critério de irredutibilidade de Eisenstein.

6.4 RELACOES ENTRE RAIZES E COEFICIENTES

O leitor provavelmente sabe que se «;, a9 sdo as raizes da equagdo
aX? + bX + ¢, entdo tem-se que

—bja = a1+ ag,

c/la = aas.
Da mesma forma, se o, g, g sdo as raizes do polindmio

CL3X3 + CL2X2 +a1.X + ag

entao:
—az/az = o1+ oz + s,
al/ag = o109 + o103 + asas,
—Oé()/ag = (01Q0s3.
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Relacoes semelhantes a estas valem no caso geral. Dados
ai, «@g,...,a, € C definimos a k ésima fungdo simétrica elementar
nestes elementos como:

O'k(Ozl,OCQ,...,Oén>: E Oy, Oy, e s Oy
1<t1 <t < <1 <12

isto &, o} (1,2, ..., ay) é a soma de todos os produtos de k fatores, nesses
valores. Consequentemente, oy (a1, o, ..., q,) é uma soma de (Z’) termos.

ExemprLo 6.4.1

Para n = 4 as funcoes simétricas elementares sao:

= o1+ a2 + a3+ oy,

= 019 + ajo3 + 10y + apag + ooy + 30y,

a10203 + 100y + (\p 30y + Qipv30uy,

= (1 a030y.

A teoria das funcoes simétricas foi desenvolvida por Lagrange, Ruffini,
Galois e outros, para discutir a resolugdo de equacoes algébricas. A expressdo
aparece explicitamente no texto de Lacroix [15, p. 277], onde diz:

As funcaes de que falo, sd@o aquelas que contém todas as raizes combinadas
de uma maneira semelhante, seja entre elas, seja com outras quantidades,
e que por isso eu as chamei de funcées simétricas.

Incidentalmente, nesse mesmo texto ele introduz também, pela primeira vez,
a expressdo geomelria analitica para se referir a teoria criada quase dois
séculos antes por Descartes e Fermat que ele descreve da seguinte forma:

Existe uma maneira de ver a geometria que poderia ser chamada de
geometria analitica, que consiste em deduzir as propriedades da extensdo
do menor nuimero possivel de principios, por métodos verdadeiramente
analiticos.
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Um célculo direto - ou, mais formalmente, um argumento de inducéo
(veja o Exercicio 5) - mostra que

n
H(X—Ozi) = X”—al(al,QQ,...,an)X”_l—|—an_2(a1,a2,...,an)X”_
=1

'+(_1)n0—0(a17a27"'7an)'

Podemos usar esta observacdo para estabelecer uma relacdo entre as
raizes e os coeficientes de uma equacdo algébrica.

Teorema 6.4.1 Seja

f - aan +an—1Xn_1 + -+ alX + ayp,

um polinémio de C[X] e sejam o, o, . .., vy, suas raizes. Entdo:
An—k k
= (—1)" ok (a1, 9,...,00), 1<Ek<mn.
Qn
DemonstraGR0: De fato, temos que f = ap[[;—; (X — ;) e, usando a
formula acima, o resultado segue imediatamente. ]

Estas relacoes podem ser usadas para resolver equacoes algébricas,
quando temos informacoes adicionais sobre suas raizes.

ExemprLo 6.4.2

Vamos determinar as raizes do polinémio 9X3 — 36X?2 + 44X — 16 sabendo
que uma delas é igual a soma das outras duas.
Usando as relacoes do teorema acima temos:

36/9 = (&1 + 9 + 053) , (6.1)
44/9 = o102 + 103 + o0,
—16/9 = (010903.

Ainda, sabemos que
a1 = Qg + as. (6.4)
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De (6.1) e (6.4) temos que 2a; = 36/9 = 4 donde a; = 2.
Substituindo em (6.2) segue que

2 (042 + 043) + oy = 44/9

donde aocvs = 44/9 — 4 = 8/9.
Como a + a3 = 2 aip e g sdo as raizes da equagao

X% —2X 4 8/9;

logo ae = 4/3 e vz = 2/3.

Exercicios

1. Dado o polinémio X2 4 aX? +bX + ¢ determinar relacdes entre a, b e ¢ para
que
(@) As raizes formem uma progressdo geométrica.
(b) Uma raiz seja oposta de outra.
(c) Uma raiz seja igual a soma das outras duas.

2. Dado o polinémio f = X2 +bX + ¢, determinar os coeficientes do polindmio

de segundo grau cujas raizes sdo os quadrados das raizes de f.

3. Dado o polinomio f = X3 + aX? + bX + ¢, determinar os coeficientes do

polindémio de terceiro grau cujas raizes sdo os cubos das raizes de f.

4. * Um estudante acordou no fim de uma aula de algebra, justo a tempo de ouvir
o professor dizer “e lhes digo, como sugestdo, que as raizes desta equacido
formam uma progressdo aritmética’”. Olhando o quadro, o aluno viu uma
equacdo de quinto grau que devia ser resolvida como dever de casa, mas

apenas teve tempo de copiar

X® —5X%_35Xx3

Este exercicio aparece na pagina http://www.cs.berkeley.edu/~oholtz/191/equations.pdf.

148



TOPICOS DE ALGEBRA CLASSICA

antes de que o professor apagasse o quadro. Ele conseguiu encontrar todas as

raizes, mesmo assim. Quais sdo essas raizes?

5. (a) Provar que
ok (a1, a0, ..., 0n_1)+0k—1 (Q1,a0,...,00) = 0k (1,2, ..., ().

(b) Provar, usando inducdo em n, que

(X —«a) = X”—01(al,az,...,an)X”_l—|—0n_2(041,042,...,ozn
1

n

1

A+ (=1)"0g (a1, 2,...,0ap).

6.5 ApEnDICE: UMA DEMONSTRAGAO DO TEoremA Funpa-

MENTAL DA ALGEBRA

Nesta secdo vamos dar uma prova do Teorema Fundamental da Algebra que é
razoavelmente elementar, devida a O.R.B. de Oliveira [19]. Uma caracteristica
interessante do teorema é que, apesar do seu nome, ele ndo é um teorema
puramente algébrico; precisa de alguns resultados do célculo. Para a nossa
demonstragao precisaremos de poucos fatos.

Em primeiro lugar, dado um polinémio f € C[X], vamos considerar a
funcdo polinomial que a cada nimero complexo z € C associa o valor de f
em z, que denotaremos por f (z) e vamos considerar também a funcido de
C em R que a cada z € C associa o ntimero real |f (z)| e admitiremos aqui,
sem demonstracdo. que esta fungdo é continua.

Também admitiremos o fato intuitivamente 6bvio de que, se a é um
complexo fixado entdo, para cada inteiro positivo m tem-se que

Precisaremos ainda da seguinte versdo simplificada do Teorema de
Weierstrass, que assumimos conhecido do leitor, e que fazem parte dos cursos
de Calculo.
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TeoremA 6.5.1 (WEiErsTRASS) Seja D um disco fechado do plano complexo.
Toda fungdo continua ¢ : D — R tem um minimo em D.

Admitidos estes fatos, estamos em condi¢des de provar o teorema
principal deste capitulo. Para isso precisamos um resultado preliminar.

Lema 6.5.1 A fungdo |f (2)| tem um minimo absoluto num ponto zy € C.

DemonsTrAGAO: Pelo Exercicio 22 da se¢do 4.3 (p. 86), para cada complexo
z € C temos

F ()] = Jan2" +an-12""" -+ ag
> an| |2 = lap—1] |2" 7 =+~ — |ao]
— e (g Jantl o aol
= 2" { lan] =)
2| 2|
Logo,
lim |f(2)| = oo.
|z|—00
Seja entdo v = |f(0)|. Como |f (z)| tende a infinito, existe um disco

fechado D, com centro na origem e raio k tal que, fora do disco, o valor de
|f (2)| é maior do que ~; isto &, tal que se |z| > k, entdo |f (2)| > 7.

Pelo Teorema 6.5.1, |f (z)| tem um minimo oy em D e seja zy um
ponto em que esse minimo é atingido, ou seja, um ponto em D tal que
|f (z0)| = ap. Se z € D, entdo, por construgio, f (z) > «g e, em particular,
também v = |f (0)| > ayp.

Ainda, se z ¢ D, entdo |f (z)| > v > ap. Este argumento mostra que
para todo z € C tem-se que |f (z)| > ag, donde oy é um minimo absoluto

de |f (2)]. B

TeoreMA 6.5.2 (TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA) Seja
f=ap X"+ a1 X" 1+ 4a9 € C[X]

um polinémio com coeficientes complexos, tal que a,, # 0 e n > 1. Entdo existe
a € C tal que f (o) = 0; isto é, f tem pelo menos uma raiz em C.
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DemonsTRAGAO: Fazendo a mudanca de variavel ( = z— zy segue que a funcio

h(¢) = f(z— 20)

é tal que
h(0) = f (20) -

Como o conjunto de todos os valores de |k ()| é igual ao conjunto dos valores
de f (z) segue que a funcdo |k ()| tem um minimo absoluto no ponto ¢ = 0
e |h(0) = ao.

Queremos provar que oy = 0, o que implicard que 0 e raiz de A (() e,
portanto, que zy é uma raiz de f (z).

Suponhamos, por absurdo que ag > 0.

Note que h({) é um polinémio de grau n em (. Podemos escrevé-lo
entdo sob a forma

h(¢)=byg+ b+ ---b,¢(", com b eC, 0<i<n.

Com esta notacdo, temos que |bg| = |h (0)| = ap > 0.

Pode acontecer que alguns coeficientes b;, com i > 0 sejam nulos. Seja
entdo m > 0 o menor indice tal que b,, # 0. Podemos escrever h ({) na
forma

h () = by + bmC™ + (™ Mg ((),

onde g (¢) é um polinémio.
Pela formula de Teorema 4.4.1, existe um complexo ~; tal que

_bm
b

m

"=

Fazendo a mudanca de variavel ( = v1(; e denotando

1
[bol g (71€1)

= g1(C1)
temos:
h(C1) = by — bolT™ + boC" g1 (G) = bo (1 — (" + (a1 (1))
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e, pela desigualdade triangular:

B (O] < Ibo] (11 = ¢"| + [¢7" g1 (G)]) -

Como isto é verdadeiro para todo valor de (7, tomando para (; um valor real
positivo x e tal que " < 1, resulta:

(A (@)] < Jbof (1= 2™ + 27 g1 (2)]) = [bol (1 — 2™ (1 + 2 g1 (2)])) -

Podemos escolher = suficientemente pequeno, de modo que x |g; (z)| < 1.
Neste caso 2™ (1 +z|g1 (z)]) > 0 donde 1 — 2™ (1 4+z|g1 (z)|) < 1 e,
portanto |h (z)| < |bg| = ap, uma contradicao. []
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