Escoamentos Compressiveis



1)Velocidade do Som

Segundo White (2010), ¢ a taxa de propagacao de um pulso de
pressao infinitesimal em um fluido em repouso. Na figura, um pulso
depressao de intensidade finita move-se para a esquerda com velocidade

c em direcdo ao fluido em repouso, de propriedades p, p, T, u=0,
deixando para tras fluido com propriedades perturbadas p+Ap, ptAp,
T+AT, Au. O fluido perturbado segue a onda para a esquerda com

velocidade Au<<c. Vamos adotar um VC que se move com a velocidade
¢ da onda:
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Da continuidade, para regime permanente:

@(
:>j dV 0= [pu;n;d4=0 (1.1)
L) J SC
Isso resulta:
(p+Ap)(c—Au)A—pcA=0 = (p+Ap)(c—Au)= pc (1.2)

Que, por sua vez, resulta:

cAp
p+Ap

Au=

(1.3)



Da quantidade de movimento (Equacado de Euler, na forma Conservativa
para regime permanente):

opuju;) ap
SR (1.4)
ax]' @xi
Integrando no volume de controle:
o\pu ;u;
j ('0 / Z)de— jﬁ—pdV: juipujnjdAz— jpnidA (1.5)
je 0%, yec O%i Ne SC

Isso resulta:



(c—Au)i(p+Ap)(c—Au)A+cip(—c)A=—(p+Ap)i A—p(-i)A (1.6)
Que resulta:

(p+Ap)(c—Au)(c—Au)—pczz—Ap (1.7)
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A 1gualdade ¢ devida a continuidade, equacao (1.2). Isso resulta:
Ap=pcAu (1.8)
Aplicando a equacao (1.3) na equagao (1.8):

cAp
p+Ap

Ap=pc (1.9)



Isso resulta:

= Ap(uApj (1.10)
Ap P

Para um pulso infinitesimal (Ap — 0):

g2t P (1.11)

Onde a ¢ a velocidade do som.



Como nao consideramos gradientes de temperatura relacionados com
fluxos de calor (exceto na propria onda) € ndo consideramos atrito
VISCOSO0, temos um processo 1sentropico:

a= p (1.12)
Op
Para um gas perfeito, num processo i1sentropico:
P p
~-=const com k=— (1.13)

P Cy



Temos:

a—pzconst.kpk_lz%.kpk_lzkg (1.14)
op P P

Assim, para um gas perfeito, a velocidade do som resulta:

a= k¥ =JkRT , onde R ¢ a constante do gas (1.15)
Yo,




2)Limite de N° de Mach para escoamento incompressivel
Segundo White (2010), se observarmos a variagao da velocidade e

massa especifica ao longo de uma linha de corrente, para um
escoamento incompressivel:

d(pu)=udp+ pdu=pdu (2.1)
Isso significa que:
udp|<<|pdu (2.2)

Logo:



dp| |du

<< — (2.3)
yo, u
Mas, da velocidade do som:
dp= a’ dp (2.4)
Aplicando esse resultado em (2.3):
ap 5 << du (2.5)
pa u

Mas da equacao de Bernoulli para um escoamento incompressivel sobre
uma linha de corrente:



2
p%+p=C:>pudu+dp=O:>dpz—pudu (2.6)

Aplicando esse resultado em (2.5):

du

u

pudu

pa’

2
<< = (u) <«<1 = Ma* <<1 (2.7)

a

Desse resultado, para termos uma ordem de grandeza a menos no valor
do quadrado do n° de Mach:

Ma="<03 (2.8)
a




3)Equacao da Energia para um Escoamento Adiabatico

A equagao da energia total ¢:

jp dV jpukgdeJrjuka KM dA+jk—n dA (3.1)

OX

Se 0 escoamento for adiabatico (sem fluxos de calor):

jk—n dA =0 (3.2)



Se considerarmos que temos regime permanente:

,De_ope) olpuse) dlpu;e) (3.3)
"
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Se também 1gnorarmos efeitos de for¢as de campo, a equacao (3.1) de
energia fica:

jﬁ(puj e)

OX:

dV = jukajknjdA :jepujnj dA= jukajknjdA (3.4)
Vv J S S S

No célculo da poténcia das forcas de contato, vamos fazer a seguinte
consideracao:
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Consideremos que o Volume de Controle VC ¢ um tubo de corrente. Se
a superficie lateral 2 for uma parede fixa, a velocidade sera nula ¢ a
poténcia das forgcas de contato (que envolve a poténcia das tensoes
viscosas) sobre a parede serd também nula. Como em geral podemos
desprezar a poténcia devida as forcas viscosas nas superficies de entrada
¢ saida (os gradientes de velocidade sao muito menores do que aqueles
existentes junto as paredes) temos que a poténcia das for¢as de contato,
para um escoamento adiabatico com irreversibilidades, ¢ praticamente
apenas relacionada com a poténcia das forcas de pressao nas entradas e
saidas, € a equacao (3.4) resulta:

jepujnj dA= Iuk(—5jkp)njdA (3.5)
S S



Por outro lado, se o escoamento for adiabatico reversivel (isentropico),
ndao temos atrito viscoso € o tensor das tensOes fica simplesmente

Ojx=—0; P, com a equagdo da energia resultando tambem igual a

equacdo (3.5). Assim, a equacao (3.5) ¢ valida tanto para um
escoamento adiabatico com 1rreversibilidades quanto para um
escoamento adiabatico reversivel (1sentropico).

Como o tensor Delta de Kronecker Jy sO ¢ diferente de 0 para j=k,

temos que uyo=u;, € a equagdo (3.5) fica:
J __[P

epu;n; dA= j pu;n;dA (3.6)
S s P

Lembrando que a energia total ¢ a soma da energia interna # com a
. ., 2
energia cinetica u/2:



2
j(u+ﬁ+p)pujnj dA= 0 (3.7)
s\ 2 P

Lembrando agora que a entalpia ¢ dada por A =10+p/ p:
2

j[+hjpujnj d4= 0 (3.8)
2

S

Como o produto escalar un; € nulo sobre a superficie 2 pois esta € a

superficie lateral de um tubo de corrente ou de um conduto, temos fluxo
de massa nao nulo apenas nas superficies de entrada S, e saida S,:



2 2
Pa Uy Sz( 5 +h2) Pru SI[ 5 +h1j—0 (3.9)

Como, pela continuidade, p,u,S,=p,u; S;=m (vazdo em massa),

temos:

(3.10)

Ou ainda:

2
Sy hy | que € uma constante, a Entalpia de Estagnacao (3.11)




Para um gas perfeito:

2 2
U U T
T 4 T=c.Th = 1+ ~-0 3.12
P p-0 2¢,T T (3.12)

Onde 7, ¢ a temperatura de estagna¢ao. Lembrando que, para um gas
perfeito:

_p.Sp_ _ kR
Cp—CV—R,g—k — Cp—ﬁ (313)



Temos, da equacao (3.12):

Ly (k=1)=20 1+£(k—1)—5 (3.14)
2kRT T 24’ T |

E, finalmente:

—:1+(k_1)Ma2 (3.15)
T 2

Dessa ultima equagao temos:



1
9o _ [1 +(k2_ 1)Ma2 }2

A

(3.16)

As ultimas equagdes valem para um processo adiabatico reversivel ou
irreversivel. Para um processo adiabatico reversivel (1sentropico):

13 k
P :(TZJ k1 :(102) (3.17)
p \ P

E, aplicando na equacao (3.15):



Po_ {1 +(k _I)Maz }k_l

p 2

Po_ {1 + (k- 1)Maz2 }k_l

o, 2

Essas duas ultimas expressoes

1sentropicos.

sao validas

(3.18)

(3.19)

para escoamentos



4)Relacao entre Equacao de Bernoulli e Equacao da Energia para
Processo Isentropico

A equacdo de Bernoulli para o escoamento permanente e barotropico de
um fluido 1deal, valida para uma linha de corrente, ¢ dada por:

2
“ 4 £=C onde f:jldp (4.1)
2 p
Podemos dizer, a respeito da funcao £, que:

a _1 4.2
b (4.2)



Verificando a variagao das parcelas da Equacao de Bernoulli ao longo
de uma linha de corrente:

2
d[’“‘2+f)=o = udu+df =0 (4.3)

Isso resulta:

udu+ldp=O (4.4)

yo,




Mas, da Termodinamica, temos que a variag¢ao de entropia ¢ dada por:

TdS:dh—d—p (4.5)
Yo,

Num processo 1sentropico:

dh=" (4.6)
yo,

Substituindo na equacao (4.4):

u

2 2
wdu+dh =0 = d(u2+h)=0 = °+h=hy 4.7)



Assim, da equacdo de Bernoulli, com a hipdtese de escoamento
1sentropico, recuperamos a equag¢ao da energia.

Outra forma de verificar a equivaléncia entre a equacao de energia e
a equacdao de Bernoulli ¢ obter a funcdo f. Da equagdo (4.1), para
escoamento 1sentropico:

f:_[/l)dp com ﬁ:q (4.8)

Logo:



- k-1 — k-1
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Assim, a equacao de Bernoulli, para um escoamento 1sentropico, fica:

u? ok
+~P_c (4.10)
2 k-1p

Mas, da equacao (3.13):

¢, k
gzk_l (4.11)




E, para um gas perfeito:

P_Rr (4.12)
yo,

Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10):

u2 2

u
—+c, 1T=C = —+h=h 4.13
9 p 9 0 ( )

E verificamos mais uma vez que da equac¢ao de Bernoulli, para um
escoamento 1sentropico, resulta a equacao da Energia.



S)Valores Criticos no Ponto Sonico

Condi¢des de escoamento sOnico (Ma=1) sao chamadas de condigoes
criticas: p*, p*, T*, a*. Das equacoes (3.15), (3.16), (3.18) ¢ (3.19):

*
I7_ 2 (5.1
Iy k+1
1
. :
ar_ (2)2 (52)
N k+1




k
b (2 ) .
Po k+1 .

1

£0 k+1 .

Note que, como s as equagoes (3.18) e (3.19) para a pressao ¢ para a
massa especifica de estagnacdo foram obtidas com a hipotese de
escoamento 1sentropico, 1sso significa que para um escoamento
adiabatico reversivel (isentropico) todas as propriedades criticas sao
constantes, mas para um escoamento adiabatico com irreversibilidades
apenas a™® ¢ 1™ sao constantes. Nesse ultimo caso, p* e p* variam.




A velocidade critica ¢ dada por:

u*=a*=~kRT* (5.5)

E, da expressao (5.1):

1
2k

*_ RT 5.6

u (k+1 oj (5.6)




6)Escoamentos Isentropicos com Variacao de Area

Da equacdao da continuidade, temos que a vazdo em massa ¢
constante ao longo de um conduto de area variavel em que temos um
escoamento permanente.

pu A=r1 = constante (6.1)

Temos portanto que a variagao da vazao em massa ao longo do conduto
¢ nula:

d(pu A)=0 (6.2)

Isso resulta:



uAdp+pduAd)=0 (6.3)

uAddo+pAdu+pudA=0 (6.4)
puAd—p+puA@+puAd—A=O (6.5)
Jo, u A

E, finalmente:

dp du dA
t— =
p u A

0 (6.6)




Segundo White (2010), lembrando agora que, da equacdo (4.4) de
Bernoulli:

1

udu+—dp=0 (6.7)
Jo,

E que:

dp=a”dp (6.8)

De (6.8) em (6.7):

dp__ud 69

P a’



Aplicando (6.9) em (6.6):

_udu du dd_ (6.10)
da u A
2
u

Que resulta (Equagao de Hugoniot):

du 1 dA
u  Ma®-1 A4

(6.11)




Esta ultima equag¢do demonstra que escoamentos supersonicos tem
um comportamento diferente de escoamentos supersOnicos quando

temos variacdo de area. A figura abaixo, adaptada de White (2010)
ilustra essas diferencas.

Subsénico Ma<1 Supersbnico Ma>1
dAz=0 du <0 du >0
/ dp >0 dp< 0
—>
\ difusor subsénico bocal supersénico
0
dA< du >0 du <0
\ dp< 0 dp >0
—>
/—’— bocal subsbénico difusor supersénico




Segundo White (2010), a inspecado da equagao (6.11) demonstra que,
no ponto sdnico (Ma=1), para termos du finito, dA tem que ser nulo
(dA=0), ou seja, temos uma secao de area minima (garganta) ou
maxima.

No entanto, apenas uma sec¢ao convergente-divergente pode acelerar
um escoamento de subsOnico para sonico € supersonico. Numa sec¢ao
divergente-convergente, o Ma na secao de area maxima se afasta de
Ma=1 em qualquer situagao.

Ma<1

1
/ : \
\,// subsdénico : subsoénico

subsénico ,  Supersoénico — =
= A min = A max
P supersénico ; supersénico
— ! —

Ma >1



7T)Relacoes para Gas Perfeito nos Escoamentos com Variacao de
Area; Blocagem

Da continuidade, no ponto so6nico:

Xy, K
pud=prut gt = A P (7.1)
A* ou
Das equacgoes (3.15), (3.19), (5.1), (5.4) e (5.5):
] 1(’”1)
4 L+ L (k=) Ma? P
2 (7.2)

A* Ma 1(k+1)




Para o ar (k=1,4):

53
A 1 ]1+0,2Ma
A* Ma 1,728
Plotando:

/
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(7.3)



Do grafico, se percebe que a area minima que pode ocorrer em um
escoamento 1sentropico em um duto ¢ a area da garganta sOnica. Todas
as outras se¢oes do duto devem ter uma area A maior que A4*.

Outro fendmeno observado & o que chamamos de blocagem. Da
equacao (7.1):

pu A%
p*u* A

(7.4)

Do lado esquerdo, temos a vazao em massa por unidade de area
adimensionalizada pelas condi¢oes criticas. Do lado direito, temos uma
quantidade que ¢ sempre menor que a unidade. Assim, chega-se a
conclusdao que a maxima vazao em massa que pode passar por um duto
¢ aquela que temos quando a garganta estd em condigdo critica ou
sonica. O duto ¢ dito “bloqueado™.



De acordo com White (2010), ndo podemos transportar vazao em
massa adicional a menos que a garganta seja alargada. Se a garganta for
contraida, a vazao em massa 1ra decrescer.

A maxima vazao em massa €:

Hlpax =P U™ A4* (7.5)

Que resulta:

1 -
. n 2 k-1 2
mmaxzk2 (j A™ py (RTO) (7.6)



8)Onda de Choque Normal

A onde de choque normal ¢ uma irreversibilidade que ocorre em
escoamentos supersonicos internos € externos, € que esta relacionada
com descontinuidades das propriedades do escoamento.

%@
A1=A2
‘. 59 it
Uy 1 us
—_— 1< J—
Ma;>1 5 May<1

\‘7[\\
choque

nhormal



De acordo com White (2010), assumindo um volume de controle
fino ao redor do choque, de forma que 4,=4,, temos que:

Conservacao da massa: o u;=p, U, (8.1)
Quantidade de Movimento: p;—p, =0, u% — 0 u12 (8.2)
. C oy | 9) 1 2
Energia (escoamento adiabatico): A +5u1 =h, + Euz =y (8.3)
Gas perfeito: P _ P (8.4)
pr 1 ol
: kp
Entalpia:h=c, T = (8.5)

[(k-1)p]



Assumindo que sdo conhecidas as condi¢cdes pi, o1, uy, hy, 11,
queremos determinar p,, 0>, u,, hy, T>. Devido ao tremo quadratico da
velocidade na equacdo da Quantidade de Movimento, temos duas
solucdoes. A solugcao final ¢ obtida da condi¢do de que a entropia
aumenta devido ao choque: s,>s;.

Combinando (8.1), (8.2) e (8.3) obtemos a relacdo de Rankine-
Hugoniot:

1 1 1
hy —h1:2(l92—l?1)(p +,0 ] (8.6)
» Pl




Usando a eq. (8.5):

1+,6’p2
P2 _ Pl com ,B:@ (8.7)
P IB+192 k—1
P1

E interessante comparar os resultados da eq. (8.7) com os resultados

obtidos para escoamento isentropico, p, /o, =(p,/ p )1/ .
A variacao de entropia ¢ obtida por:

k
270 pz(“j (8.8)
Cy P1\ P2




Em White (2010) encontramos um estudo dos resultados para k=1,4
(ar) e po/p1 < 2.

P2/ Py P2/ Py P2/ Py 52 79

1sentropico c,

0,5 0,6154 0,6095 -0,0314

0,9 0,9275 0,9275 -0,0005

1,0 1,0 1,0 0

1,1 1,00704 1,00705 0,00004

1,5 1,3333 1,3359 0,0027

2,0 1,6250 1,6407 0,0134




A varlacdo negativa de entropia para p,<p; viola a 2* Lei da
Termodinamica, o que significa que ¢ 1mpossivel um choque de
rarefacdo em um gas perfeito. Choques fracos (p,/p1<2) sdo quase
1sentropicos.

Ainda seguindo White (2010), das egs. (8.1) a (8.5) temos que:

2
Py _ 1 |:2,011/ll —(k - 1):| (8.9)
p k+1 p

Mas, para um gas perfeito:

2 2
o L=k M ok Ma? (8.10)
p1 KRT




E assim, se obtém:

P>

P1

=k1+1[2kMa12—(k—1)]

supersonico para satisfazer a 2° Le1 da Termodinamica.

(8.11)

Dessa ultima equac¢do, vemos que p,>p; apenas se Ma;>1, o que
significa que o escoamento a montante do choque tem que ser

Quanto ao Ma,, ou seja, a jusante do choque, a equacdo da

Quantidade de Movimento pode ser reescrita, para um gas perfeito,
COmo:

p2_1+kMa12

P1

1+kMa§

(8.12)



Das equacoes (8.11) e (8.12):

(8.13)

Se Ma>1, a equagao (8.13) prediz um Ma,<1 para qualquer valor de «.

Assim, uma onda de choque normal sempre desacelera um
escoamento de condigdes supersonicas para subsonicas.



Relagoes adicionais que valem para um choque normal:

pr_ (k+)Mai _u

_ _ (8.14

o (k—l)Ma12+2 Uy )
2_ —_—

5:[2+(k—1)Ma12] 2k May S (k 21) (8.15)

T (k +1)> Ma;

Tol :T02 (816)

Po, Po, | (k+1)Maf |1 k+1 k-1 (8.17)
po; Po, |2+(k—1)Maf 2k Maf — (k —1) '



Ocorre um aumento da area critica:

Lk+l
Ay * May| 2+ (k—1)Mai [2k-1
A* May| 2+ (k—1)Ma?

(8.18)

De acordo com White (2010), podemos fazer o seguinte sumario:

a)O escoamento a montante do choque normal € supersonico € a jusante
¢ subsonico;

b)Para gases perfeitos ( e, em geral, para gases reais) choques de
rarefacao sao impossiveis, o choque normal € sempre de compressao;
C)A entropia aumenta, com diminuigdao da pressoes a massas especificas
de estagnacao e aumento da area sonica;

d)Choques fracos sao quase isentropicos.



9)Operacao de um Bocal Convergente-Divergente

Py - Pe  Pp

A
B
c
D
: CHOQUE
[ E
e 'Flip
GARGANTA | e
SONICA : \V = —H
| 2 I =4
| SUPERSONICO |
| : ~
-




Na figura acima, adaptada de White (2010), vemos a distribui¢do de
pressoes ao longo de um bocal convergente-divergente que possul uma

pressao p. na saida e uma pressao p, no reservatorio a jusante do bocal.
Segundo White(2010):

-Nos casos A e B, temos comportamento de tubo de Venturi.

-No caso C, a area da garganta iguala a area critica para um Mach na
saida Ma. subsOnico. Todo o escoamento no divergente ¢ subsoOnico,
incluiondo o jato na saida.

-No caso H, a drea da garganta iguala a area critica para um Mach na
saida Ma. supersonico. Todo o escoamento no divergente € supersonico,
incluindo o jato na saida. A pressao p;, € a pressao de operagdo para um
tunel de vento supersonico.



-Nos casos D, E e F temos um choque normal caminhando ao longo do
divergente até a se¢do de saida. O escoamento ¢ supersonico antes do
choque e subsoOnico depois.

-No caso G temos choques obliquos fora do bocal comprimindo o
escoamento.

-No caso I, a pressao p, € menor que no caso H, mas a garganta
bloqueada impede um aumento de vazdo. O escoamento no jato se
expande através de ondas supersonicas até a pressao atingir o valor py,.
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