Aula 8. Cadeias de Markov II.

Classificacao de estados.

Definicao 1 Um estado j chama-se acessivel pelo estado i se existe n > 0 tal que pg;l) > 0.

Notamos que pela definicao n pode ser igual a 0. Mas

1, sei=17,

wo{ b =iss
,  seiFj.
Isso significa que qualquer estado i é acessivel por ele mesmo.
Definigao 2 Dois estados i e j sGo comunicdveis (i <> j) se i € acessivel por j, e j € acessivel por i.
Notamos que pela defini¢ao, qualquer estado i é comunicavel com ele mesmo:
P = P{Xg=1i| Xo=i}=1.

A relacao de comunicagdo satisfaz as seguintes propriedades

e Qualquer estado i se comunica com ele mesmo: 7 <> .

e Se o estado i se comunica com o estado j, entdao, o estado j se comunica com o estado i : i <> j = j <> i.

e Se o0 estado ¢ se comunica com o estado j, e o estado j se comunica com o estado k, entdo, o estado ¢ se comunica
comoestadok:i<j, &k =ik

A primeira e a segunda propriedade segue diretamente das definigoes. A 1ltima propriedade pode ser provada pela

equagao de Kolmogorov-Chapman. Suponha que ¢ se comunica com j e j se comunica com k. Pela defini¢cao, existem

(n) (m)
>0epy

n = 0em >0 tais que p;; > (. Usando equagao de Kolmogorov -Chapman, temos que

(n+m) (n), (m) (n), (m)
Pk pr Pri —pw p]k > 0.
Assim, obtemos que o estado k é acessivel de estado i. Do mesmo jeito podemos provar que o estado i é acessivel pelo

estado k.

Definigao 3 Diz-se que um conjunto de estados de uma cadeia de Markov forma uma classe C, se quaisquer dois
estados neste conjunto sao comunicdveis. Além disso, quaisquer dois estados comunicdveis da cadeia pertecem a uma
classe.

Notamos que se existem duas classes Cy e Cy para uma cadeia de Markov, entéo elas sao disjuntas (C; N Cy = 0) ou
idénticas (C; = Cs).

Definigao 4 Uma cadeia de Markov X,, chama-se irredutivel se todos os estados dela formam wma inica classe.

Ex. 1. Sejam 0,1, 2 estados de uma cadeia de Markov com a matriz de transigoes

1/2 1/2 0
P=|1/2 1/4 1/4
0 1/3 2/3

Determine se a cadeia de Markov com esta matriz de transigao é irredutivel.

Solucao. Diretamente da matriz de transicao, obtemos que 0 <+ 1 e 1 <+ 2. Pela propriedade de estados comunicaveis
obtemos que 0 «> 2, também. Entao todos os estados sao comunicdveis e formam uma classe. Esta classe é
Unica, por isso, a cadeia de Markov é irredutivel.



Ex. 2. Sejam 0, 1,2, 3 estados de uma cadeia de Markov com a matriz de transigoes

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 0 1

P:

Determine as classes que formam os estados desta cadeia.

Solugao. Notamos que se a cadeia “caiu” no estado 3, ela nunca mais pode sair deste estado, por isso, o estado 3 forma
uma classe (este estado é comunicdvel com ele mesmo). Qualquer estado i é acessivel pelo estado 2, mas o estado
2 ¢é acessivel somente por ele mesmo. Isso significa que o estado 2 é comunicavel somente por ele mesmo, por
isso, temos mais uma classe formada pelo estado 2. Os estados 0 e 1 sao comunicaveis e formam uma terceira
classe. Entao, o conjunto de estados desta cadeia se divide em trés classes:

Cl :{0?1}3 02:{2}5 03:{3}

Para cada estado ¢ de uma cadeia de Markov X,,, definimos a probabilidade f; de que, comecando do estado i, a
cadeia volte para o estado i :

fi = P{ existe um instante n > 0 tal que X,, =i | Xo = i}. (1)
Definicao 5 Um estado i se diz recorrente se f; = 1. Um estado i se chama transitério se f; < 1.

Notamos que se o estado i é recorrente, entao a cadeia de Markov saindo do estado i, sempre vai voltar para este
estado, ou o numero de vezes que a cadeia esta no estado ¢ é infinito. Consequentemente, a média do niimero de vezes
em que a cadeia estd em tal estado é infinito. Por outro lado, se ¢ é transitério, entao a probabilidade de que, saindo
deste estado i, a cadeia nunca mais volte neste estado é positiva; a probabilidade é igual a 1 — f;. Nao é dificil ver que
o numero de vezes que a cadeia volta para tal estado tem distribuigao geométrica:

P{X, exatamente k vezes volta em estado i | Xo =i} = fF(1— f;), k=0,1,...

A média do nimero de vezes em que a cadeia estd no estado ¢ é finita e igual a 1/(1 — f;).
Seja I, a fungao indicadora de que a cadeia estd no estado i :

I 1, seX,=1
"1 0, seX,#i

Agora, o numero de vezes em que a cadeia estd no estado ¢ pode ser representado através da soma ZZOZO I,,. Logo, a
esperanga pode ser representada da seguinte forma:

E {i I,
n=0

Assim, provamos a seguinte proposicao.

oni] - ;E[In|X0=i]:gp{xn:i|X0:i}=;]p§;‘). 2)

Proposigao 6 O estado i é

o) n
recorrente se Y~ pl(»i ) = o0,

ol o (n)
transitorio se y >~ p;; < 00.
Notamos que se uma cadeia é finita (o nimero de estados dela é finito), entdo, ndo podem ser todos os estados
transitérios.
Como uma consequéncia da Proposigao 6, temos:

Proposicao 7 Se o estado i é recorrente, e o estado i se comunica com o estado j, entdo o estado j também é
recorrente.

p Seie s . ~ . | Hteiros k . (k)
rova. Se ¢ e j sdo comunicdveis, entdo, existem numeros inteiros k e m tais que p;

ij
inteiro, temos

> 0,p{™

i > 0. Para cada n

YR > plpl )



e somando em n, obtemos

m+n+k m k
Z (m-ntk) > ZPSIL)pz(:z)pEJ) pgzn)p”) Zp(n)

n=1 n=1

(m), (k) oo (n) g oo i -
ja que Pji pi; >0, e Y me1P;; € infinita porque o estado i é recorrente. [

Passeio aleatério simples unidimensional. Consideramos um exemplo muito popular em teoria de prob-
abilidades — passeio aleatdrio ou passeio de um homem bébado. Os estados desta cadeia sdo os nuimeros inteiros

Z={i=0,%£1,42,...}, com probabilidades de transicao:
Dii+1 =D, Pii-1=1—p, i=0,£1,£2,...

Notamos que as probabilidades de transigoes nao dependem da posicao ¢. Estes tipos de cadeias chamam-se homogéneas
no espago de estados. Notamos também que todos os estados desta cadeia sao comunicaveis. Isso significa que ou todos
os estados sao recorrentes ou todos os estados sao transitorios. Consideramos o estado 0. Vamos tentar determinar se
este estado ¢ transitorio ou recorrente. Usaremos a Proposicao 6 da aula anterior: para saber se um estado é recorrente
ou transitério é suficiente saber se a soma > -, p(n) ¢ finita ou infinita.

Notamos que é impossivel sair do ponto 0 e voltar para ele mesmo fazendo um nimero impar de passos:

pF) =0, k=0,1,...

E possivel voltar para o mesmo estado com 2k passos se e somente se o niimero de passos para frente é igual ao niimero
de passos para trds. A sequéncia de passos neste caso ndo tem importancia, por isso o nimero de seqiiéncias possiveis
de passos é (%f) e cada passeio tem probabilidade p*(1 — p)* (k passos para frente e cada um deles com probabilidade

p e k passos para trds, com probabilidade de cada um deles igual a (1 — p). Logo
= (n) (2k) 2k 5 k
> poo *Zp *Z k P Zklklp -
n=1 n=1 n=1

A anilise de convergéncia das séries é uma analise de comportamento assintético dos termos desta série. Qual é
comportamento assintético de 2 3 k,p k(1 —p)* quando k é grande? Neste caso, podemos usar a férmula de aproximagio
de Stirling;:

n! ~ (ﬁ)n 27n. (3)

e
Logo

n)gj;{j;?2 p"(1—p)" = - Pl —p)* = “p1—p)"
(2n)

=~ o (o9} 7.
Entao a série )~ | py, ~ converge se e somente se a série

Poo = n!n!p (L=p)"~ (

o0

> ipll_p) W

converge. O comportamento dos termos da dltima série (4) dependem do valor p. Sabemos que 4p(1 — p) < 1 se
p#1/2edp(l —p) =1 sep=1/2. Por isso a série (4) converge se p # 1/2 e diverge se p = 1/2. Logo, a cadeia
é recorrente se p = 1/2 e a cadeia é transitéria se p # 1/2. Se p = 1/2, a cadeia se chama passeio aleatdrio simples
simétrico. Se p # 1/2, o passeio aleatdrio é um passeio aleatdrio assimétrico. Se, por exemplo, p > 1/2; o passeio em
média sempre estara indo para frente.

Passeio aleatdrio simples simétrico bidimensional. Consideramos agora um passeio aleatério simples e
simétrico em em duas dimensdes. O espago de estados do processo é Z? = {(k,l) : k € Z,l € Z}. As transicdes sio

simétricas e uniformes: )

Pi.g),(i+1,3) = P(i.5),(i=1,3) = P(i.5),(ii+1) = P(i.g),(6i—1) = -
Usando o mesmo método como no caso unidimensional, vamos provar que este processo é recorrente. Ja que esta
cadeia também é irredutivel, verificamos a recorréncia para um estado, por exemplo, para o estado 0 = (0,0). O
mesmo raciocinio mostra que, saindo de um certo estado, s6 é possivel voltar para ele mesmo se o niimero de passos
para frente s for igual ao nimero de passos para tras s, e o nimero de passos para cima 7 deve ser igual ao nimero
de passos para baixo r. Notamos que o nimero total de passos é par: s+ s+ 7 +r = 2s+ 2r = 2(s+r). Seja 2n o
numero total de passos e ¢ o niimero de passos para cima, entdo, o numero de passos para baixo é i também, e n — 7 é



o numero de passos para frente (para trds também é n —1i). A sequéncia de passos nao é importante, assim, o nimero
de caminhos de voltas possiveis com 2n passos é

n

2n)!
; ilil(n —( z)')(n -l

2n
Cada caminho tem probabilidade (%) . Logo, obtemos a seguinte férmula para a probabilidade p(%)

U S S X -0
2O -O"CZOG) -G CIE) o
Aqui, usamos a seguinte igualdade de anélise combinatoéria:

>(6)- )

—\i)\n—i n

Como anteriormente, para ver o comportamento assintético desta probabilidade, usaremos a férmula de Stirling (3),
lembrando que

n 22n B qn
n NN
(2n) (1)2” 2n\ (2n (})% a1
Poo - = \4 n n 4 Jan/an  wn’

. 1
Zp@’ oyl

n=1

Logo, por (5), obtemos

Isto significa que

Medida invariante, probabilidades limite.

Consideramos a seguinte matriz de transicoes:

0.2 0.8
0.4 0.6
e calculamos P2, P* ¢ P8 :

0.36 0.64
0.32 0.68

0.3344 0.6656
0.3328 0.6672

0.3333350 0.6666650

P’ =
0.3333325  0.6666675

-

P8—‘

Notamos que para todos os i’s, a probabilidade pl(.;) converge (quando n — o0) para algum nimero que é 0 mesmo
para todos os estados i. Em outras palavras, existe uma probabilidade limite de que o processo, depois de um ntmero
grande de passos, esteja no estado j, e esta probabilidade limite ndo depende do estado inicial. Para formular este
teorema sobre a probabilidade limite, vamos precisar de propriedades adicionais de cadeia de Markov.

Definicao 8 Diz-se que o estado i tem periodo d se p( " = 0 se e somente se n ndo se divide em d, i.e., n/d tem
resto diferente de zero. Estado com d =1 chama-se estado aperiddico.

O passeio aleatorio simples é um exemplo onde qualquer estado é periddico com d = 2. Seja T; o tempo de voltar para
o estado ¢ comegando do 7 :
T, =min{n >0: X,, =i}, Xo=1.

Definicao 9 Se o estado i € recorrente, entao ele chama-se recorrente positivo se ET; < oo. O estado i chama-se
estado ergddico, se este estado € aperiddico e recorrente positivo.

Agora estamos prontos para formular o teorema principal de teoria de cadeias de Markov.

Theorem 10



e Para qualquer cadeia de Markov ergddica (todos os estados dela sdo ergddicos) o limite lim,, pgb)

depende do i.

existe e nao

e Seja
T (n) .
T = nlgrc}opij , 320,
Entao o vetor m = (mg,m1,...) € solu¢do dnica do sequinte sistema

Nés nao vamos provar o teorema.

(i) Notamos que a segunda equagao do sistema (6) mostra que o vetor m é uma distribuicao de probabilidade no
conjunto de estados da cadeia de Markov em consideragao.

(ii) Interpretamos o limite m; como a probabilidade do processo estar no estado j. Também pode ser interpretada
como a fragdo de tempo que a cadeia passa no estado j (teorema ergddico para cadeia de Markov).

(iii) Em caso de cadeia irredutivel, recorrente positiva, mas periddica, mostra-se que m = (m;, j > 0) é uma solucao
Unica nao-negativa da equagao (6), mas, nesse caso m; ndo pode ser interpretada como a probabilidade limite
. P ~ . . . (n) .
(em caso de cadeia periddica nao existe o limite lim,, p;; - Mas, neste caso, m; pode ser interpretada como a
proporcao de tempo que a cadeia de Markov visita o estado j.

Ex.1. Sabemos que se hoje chove, entdao, amanha vai chover com probabilidade «, e se hoje ndo chove, entao, vai chover
amanha com probabilidade 8. Construa uma cadeia de Markov correspondente e ache as probabilidades limite
desta cadeia.

Solugao. Seja o estado 70" corresponde a um dia que chove, e o estado ”1” quando nao chove. A matriz de transicoes é

a 11—«
P =
g 1-p
Encontraremos as probabilidade limite da solugao do sistema de equagoes (6):
P = mo = moa +mf3 mo = moa + m B
{Z’]T':l = 7T1:7T0(1—Oé)+7f1(1—5) <:>{7TO:10—7T 1
J To+m =1 ! 0

m=1—-mg m=1—mg m=1—mg Wl:li;?rﬁ'

®{7T0:7T001+(1—7T0)5 @{Wo(l—aJrﬁ):ﬁ @{Wol_ffﬂg @{Wozmﬁw

Problema da ruina do jogador.

Consideramos dois jogadores A e B. O jogador A ganha um jogo com probabilidade p e recebe 1 real do parceiro B.
O jogador B ganha um jogo com probabilidade ¢ = 1 — p e recebe 1 real do seu parceiro. Nao tem empate neste jogo.
Todos as apostas sdo independentes. Seja N o nimero total de reais que os jogadores tém. O jogo para quando um
dos dois jogadores ganha todos os N reais.

Se X,, é a grana do jogador A depois da n-ésima aposta, entao, X,, forma uma cadeia de Markov com estados
{0,1,2,...} e probabilidades de transigoes

Poo =PNN =1, piiy1=p, Pii—1=q, e o0s outros sao iguais a 0.

Esta cadeia possue trés classes: {0},{1,2,...,N —1} e {N}. A primeira e a dltima classe sdo recorrentes, comegando
dali, pra sempre permanecemos neste estado. A segunda classe é transitdria; significa que o jogo acaba (em tempo
finito), i.e., com probabilidade 1 ou A ou B estard com toda grana.

Seja P; probabilidade de que o jogador A ganhe todos N reais dado que no inicio ele estava com i reais:



Condicionando pelo resultado da primeira jogada, obtemos

P, = P{On: X, =N|X,=14}
= P{3n: X, =N|X; =i+ 1}P{X; =i+1]| X =1}
Y P{En: Xy =N|Xi=i-1}P{X,=i—1|Xy=i}
— pPiy+qPiy, i=1,2,... N—1.

Reescrevemos isso de outra forma, usando o fato que p+¢q =1:

(p+Q)P pPz+1+qu I:P'H»l P_ (Pi_Pi71>7 ’L:1,2,,N—1

A probabilidade Py é igual a zero, logo

P-P = %(Pl—PO) P
2
PP = g(PQ—Pl):(?) P
p p
‘ i1
P-P ., = (g) P,
p
g\ N-1
Py —Pn_1 = (*) Py
p
Logo
2 i—1
a0
p p p
ou

Usando Py = 1, obtemos

1—(q/p) 1
P =1 1=(a/m~ P 73
N sep=3
Assim, segue que
1—(q/p)’ 1
P={ Ty~ P73 (7)
N se p= 3
Notamos que se N — oo
i
P 1—(%)7 sep> 1
, se p < %

Se a probabilidade de ganhar numa jogada é maior de que 50%, ent&o, a probabilidade de que a quantia de reais cresca
para sempre € positiva. Este tipo de jogo as vezes chama-se um jogo com o Universo.

Ex. 1. Suponha que A é mais esperto do que B — o A ganha uma jogada com probabilidade p = 0.6. Qual é a
probabilidade de que o jogador A ganhe a banca se ele comega com 5 reais, enquanto o jogador B comega com
10 reais? E se A comega com 10 reais e B comeca com 20 reais?

S. A probabilidade desejada pode ser calculada através da férmula (7), usando ¢ = 5, N = 15, e p = 0.6. Assim,
obtemos que a probabilidade é
5
- (*)
~ 0.87.

2
3

A outra probabilidade é

-
=

win

-(3)
):: ~ 0.98.
)

win



Processo de ramificagao.

Supomos que um individuo gera k filhos com probabilidade p;. Seja Xy o nimero inicial de individuos e suponha que
cada individuo gera filhos independentemente um do outro. Filhos de X individuos formam a primeira geracao Xj,
filhos da primeira geragao formam segunda geragdo Xo, etc. {X,,n = 0,1,...} forma uma cadeia de Markov com
estados NU {0}. Notamos que o estado 0 é um estado absorvente (pgg = 1).

Notamos também que se pp > 0, entdo todos os outros estados sdo transitérios (porque a probabilidade de acessar
o estado absorvente é positiva p;o = pj)). Assim, se pp > 0, entdo, a populagao ou vai morrer ou vai crescer para até o
infinito.

Sejam
p=Y kp 0*=> (k—p)’p (8)
k=0 k=0

a média e variancia do ntumero de filhos. Calculamos a média e a variancia de X,. Notamos que X, pode ser
representado da seguinte forma:

Xn—l
Xn = Z Zky
k=1

onde Z representa o ntimero de filhos do k-ésimo individuo da (n — 1)-ésima geragdo. Temos

Xn—l
E[X,] = E[E[Xn | Xp_1]] = E[E[ 3z ‘ X,HH = E[Xp_1p] = pE[Xp_1].
k=1
A ultima equagao nos diz que se Xg = 1, entao
E[X,] = u™.
Ex.2 Prove que
2, n—1(p"—=1 :
Var[X,] = ok (“_1>’ ifp7l
no?, ifu=1
Seja my a probabilidade de extingao da populacao
n—oo

Notamos que mp =1se p<1le
p' = E[X,] =Y kP{X, =k} > > P{X, =k} =P{X, > 1} — 0 quando n — oc.
k=1 k=1
Pode ser provado que quando g = 1, também temos 7y = 1. E quando p > 1, g é solugao da seguinte equagao:
T = Zﬂgpk- (10)
k=0

Exercicios domésticos. Exercicios para Lista: 2,4,10,13,15,18.

1. Para a cadeia do Exemplo 2, determine quais estados sdo recorrentes e quais sao transitorios.

2. ([2],p-232) Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0, 1,2}, vetor de probabilidade inicial igual
ap® = (1/4,1/2,1/4), e matriz de transicdo a um passo dada por

1/4 3/4 0
P=|1/3 1/3 1/3
0 1/4 3/4

(a) Calcule P{X; =0,X; =1,X, =1}.
(b) Mostre que P{X; =1e Xy =1| X =0} = po1p11.

(¢) Calcule pé21) .



. ([2], p-233) Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0, 1,2, 3,4} e matriz de transi¢do a um passo
P. Determine quais sao as classes de comunicacao fechada e os estados absorventes para cada um dos seguintes
casos:

/2 0 0 1/2 0 0 1/3 0 1/3 1/3
1/2 1/2 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3 0
P=|1/4 1/2 0 0 1/4], P=| 0 0 2/3 0 1/3
o 0 0 1 0 1/4 1/4 0 1/4 1/4
0 0 1/2 1/4 1/4 0 0 1/3 0 2/3

. Para as seguintes cadeias de Markov, determine as classes de estados e a classificagdo deles (recorrentes ou
transitérios):

0 1/2 12 o0

Py = }?3 132 162 » P2 = 1/2 1/2 0 0

0 0 10
/2 0 1/2 0 0 1/4 3/4 0 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0 /2 1/2 0 0 0
P;=|1/2 0 1/2 0 0 |, Py4=| 0 0 1 0 0
0 0 0 1/2 1/2 0 0 1/3 2/3 0
0 0 0 1/2 1/2 1 0 0 0 0

. Provar que se o niimero de estados de uma cadeia de Markov é igual a M, e se o estado j é acessivel pelo estado
1, entao o estado j é acessivel pelo estado ¢ pelo menos em M passos.

. ([2], p- 233) Uma determinada fabrica possue 2 méquinas e uma equipe de reparos. Suponha que a probabilidade
de que qualquer méquina venha a se quebrar em um dado dia é . Suponha que, caso a equipe de reparos esteja
trabalhando em uma méquina, a probabilidade de que venham a completar os reparos em mais um dia seja 3.
Para simplificar, ignore a possibilidade de um término de reparo ou de uma avaria ocorrer, em outro caso que
nao seja ao final de um dia. X, representa o nimero de maquinas em funcionamento no n-ésimo dia. Suponha
que o comportamento de X, possa ser modelado por uma cadeia de Markov.

(a) Determine a matriz de transigdo a um passo (P).
(b) Se o sistema comega com ambas as méaquinas em funcionamento, qual é a probabilidade de que ambas

estejam em funcionamento dois dias depois?

. ([2], p-234) Modelo de difusio de Ehrenfest. Suponha que se tenha um recipiente com uma membrana que o
separa em compartimentos A e B. Inicialmente, hd j moléculas no compartimento A e a — j no compartimento
B. Diz-se que ocorre uma transi¢do sempre que uma molécula atravessa a membrana (tanto de A para B como
de B para A). Seja X,, o ntimero de moléculas no comportamento A apds n transi¢ées. Em cada transigdo, X,
aumenta ou diminui em exatamente uma molécula. Suponha que a probabilidade de que uma molécula mude de
compartimento seja proporcional ao nimero de moléculas no compartimento de onde saiu tal molécula. Monte
um modelo de uma cadeia de Markov desse processo de difusao.

. ([2], p-234) Suponha que em uma linha de montagem final para carros haja o seguinte conjunto de regras:

e Dois conversiveis nao podem jamais se seguirem na linha, porque o contetido de trabalho desequilibraria a

linha.

e Uma perua deve ser seguida de um sedan para equilibrar a linha.

e Um sedan tanto pode ser seguido por uma perua como por um conversivel, mas nao por um sedan.
Somente esses trés modelos sao fabricados nessa linha. Monte uma matriz de transicao possivel para essas regras,
inserindo as letras a, b, c,d, ... etc., para os valores que nao sao numericamente definidos pelas regras acima.

(a) A cadeia é irredutivel?

(b) Qual é a probabilidade de que ap6s um conversivel o préximo ocorra na linha, com um espago de diferenga
(separado por outro veiculo)? Use suas letras a, b, ¢, d, ... se necessérias.

(c) Se P é uma matriz de transigdo a um passo, que interpretacao vocé daria ao (ij)-ésimo elemento de P,
para n grande?



(d) Se tivesse um programa de produgao dado por vetor de propor¢ao de cada tipo de carro a ser feito em um
meés, como poderia se determinar uma sequéncia de probabilidades que correspondesse ao programa e as
regras das sequéncias fornecidas neste problema?

(e) Suponha que se firmou um contrato para se entregar 10000 carros ao final de um més. Desses 10000,
aproximadamente 50% tinham que ser sedan, 10% tinham que ser perua e 40% conversivel. Determine
alguma regra de programacao de probabilidade que assegure essa producao e que ainda corresponda as
regras deste problema.

9. Seja uma cadeia de Markov tendo como espago de estados o conjunto {0, 1,2}, e matriz de transicao:

0 10
P=| 1-p 0 p
0 10

(a) Calcule P2.
(b) Mostre que P? = P4,
(c) Calcule P™ para todo n > 1.

10. Seja (X, )nen a cadeia de Ehrenfest (veja Problema 7) e suponha que X, tenha distribuigdo binomial com
pardmetros d e 1/2, isto é:

Encontre a distribui¢ao de Xj.

11. Dividimos uma sociedade em trés classes sociais: baixa, média, alta. A classe social dos filhos depende da classe
social dos pais. Seja 70" — classe alta, 71”7 — classe média e ”2” — classe baixa. As frequéncias correspondentes
podem ser representadas através da matriz

0.45 048 0.07
P=| 005 070 0.25
0.01 0.50 0.49

o que significa que, por exemplo, se os pais sao de classe média, entao os filhos sdo de classe alta com probabilidade
0.05, de classe média com probabilidade 0.70 e de classe baixa com probabilidade 0.25. Qual é a proporcao de
pessoas de classe alta, média e baixa nesta sociedade?

12. Suponha que um individuo pode estar em trés estados emocionais durante um dia: "mau humor”, ”normal’e
"bom humor”; denotamos estes estados por 70", 717e ”2” respectivamente. A matriz de transi¢oes dos estados
emocionais de uma pessoa de um dia para o outro pode ser descrito através da seguinte matriz de transicoes:

0.5 04 0.1
P=|03 04 03
02 03 0.5

Por exemplo, se uma pessoa hoje estd em um estado de "bom humor”, amanha ela estard em um estado
”bom humor”com probabilidade 0.5, ”normal”’com probabilidade 0.4 e "mau humor”com probabilidade 0.1.
Escolhemos por acaso uma pessoa desta sociedade. Qual é a probabilidade de que esta pessoa esteja com ”mau
humor”?

13. Considere a Cadeia de Markov com espago de estados {0, 1,2} e matriz de transicao:

04 04 0.2
0.3 04 0.3
02 04 04

Mostre que essa cadeia tem uma unica distribuicao estacionaria 7 e encontre 7.

14. Seja 7 a distribuicao estaciondria de uma Cadeia de Markov. Mostre que, se 7(z) > 0 e x estd conectado a y,
entao m(y) > 0.

15. Para um processo de ramificacao, encontre a probabilidade de extingao 7y quando



(a) po=1/2,p1 = 1/4,py = 1/4;
(b) po=1/4,p2 = 3/4;
(¢) po=1/6,p1 =1/2,p3 =1/3.

16. Seja X,, um processo de ramificagdo. Supomos que Xy = [. Qual é a média e a variancia de X,, para este
processo?

17. Consideramos um passeio aleatério simples e simétrico no intervalo [0, M], onde os pontos 0 e M sdo pontos
absorventes. O passeio comega no ponto kg € [0, M]. Qual é a probabilidade de que o passeio pare no estado 07

18. Joao e Maria jogam xadrez. Maria joga melhor de que Jodo em média 2 contra 1 (chances de Maria ganhar um
jogo sao 2:1). Para igualar as chances de ganhar banca, eles decidem que a Maria fica com 5 pontos quando o
Jodo com 10. As chances de ganhar a banca com esta divisdo s@o iguais para os jogadores?
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