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Perturbacoes da métrica e Equacdoes de Einstein no limite de
campo fraco

A invariancia de calibre (“gauge")
Ondas no Eletromagnetismo e na Relatividade Geral

Leitura: Capitulo 7 do Carroll. Esta aula: 7.1-7.2
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AS EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

A métrica e a curvatura do espago-tempo sao campos dindmicos, que mudam conforme a
configuragao de massas, energias, pressoes e estresses da matéria.

Porém, assim como no Eletromagnetismo, os campos gravitacionais também tém uma

dindmica propria, como evidenciado pelo carater das Equagdes de Campo de Einstein:
equacoes de 2a ordem no tempo e no espaco.

Veremos hoje que Einstein imediatamente reconheceu essa dindmica intrinseca da métrica e
previu que, na Relatividade Geral, teriamos a possibilidade de ondas gravitacionais.
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PERTURBACOES DA METRICA DE MINKOWSK]

Em geral, o espago-tempo é, na maior parte das situacdes, algo muito préximo do

espaco-tempo de Minkowsi:
— |
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Vamos estudar agora o que pode ocorrer quando a métrica é quase igual a de
Minkowski, a menos de pequenas perturbacgdes (o chamado “campo fraco”):

g,m/ = ’7/41/ 15 h,m/ 1
onde h,, =h,, =h,[(t, x') sdo pequenas perturbacées ( < 1) da métrica de Minkowski.

Veremos em seguida que, como consequéncia das Equacoes de Campo de Einstein, a
métrica (caracterizada aqui em termos das flutuagdes /) adquire um carater dindmico,
e obedecem a uma Equacao de Onda.

Assim como as ondas eletromagnéticas, essas ondas gravitacionais, uma vez produzidas,
podem se propagar no vacuo independentemente da fonte que gerou essas ondas.

Veremos também que a velocidade dessas ondas é a velocidade da luz.
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PERTURBACOES DA METRICA DE MINKOWSK]

 Vamos assumir que as perturbac¢des sdo muito pequenas, h,, < 1, de modo que quaisquer

termos de ordem h? ou ordens mais altas (com quaisquer indices) podem ser desprezados.

e Portanto, se a métrica é:
B = M + My
entdo a inversa da métrica é, pela condicao de que g#“g, = o/, dada por:
gh? = I ;T oncenctequen t=H = ‘e
, € aproveitamos também para definir h*, =n**h,, .

« Temos entao, pela definicao das conexdes:

1
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PERTURBACOES DA METRICA DE MINKOWSK]

« Como acabamos de ver, as conexdes I sdo portanto de ordem linear em #:

e — - e L pe gy + O(h?)
Vi T o y 7 o il uv, p

« Agora, lembre-se que a curvatura de Riemann (e portanto o tensor e o escalar de Ricci) descendem de
uma expressao que é essencialmente:

R~ ool Tk o
portanto até ordem linear em h as curvaturas sé podem herdar os termos dI', j4 que os termos I'> ~ h? .

 Até primeira ordem em h temos, portanto, de uma expressao derivada anteriormente para o tensor de
Ricci, que:

a a 2
R, = T% -T2 4060

1 a a af 1 a a af 2
0 |5 (Bl + 1% = 1Py p)| =0, | (Mt 1 =1 B )| + OB

1 ap 1 a 1 a 1 a 2
~ — = 1%0,0p hy, — = 0,0, h% + =00, %+ =0,0, hS, + O()
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PERTURBACOES DA METRICA DE MINKOWSK]

* Note que a expressao encontrada acima para o tensor de Ricci ja contém a equacédo de
onda, por meio do termo que é essencialmente o D'Alembertiano da perturbacao da

meétrica:

1 0° g o
;700_ S e h s
2 0x3 ox; ox; | "

* Vamos agora escrever o tensor de Einstein e as Equacdes de Campo de Einstein.
Novamente, guardando apenas os termos até primeira ordem em /& temos:

1 1 1 1
= nd,0, 1", — 5 10,0, W+ 0,0, I, + =040, " I, + O(h?)
e N e R )

* Vamos agora utilizar a notacao introduzida acima, fazendo

WY = gt s 5 b =n ks e eintrodizindo o traco i =1

1
o a af
oy =-0,0, A ¥ K% G i8S ) ~ = (= WL Y Y
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PERTURBACOES DA METRICA DE MINKOWSK]

Chegamos, assim, a uma expressao para as Equagdes de Einstein no limite de campo fraco:

G,,=8zGT, . onde

I Ll e
o= (adenatlbins (A0 S0% Hemii o+

Essas equacoes, em toda a sua gldria, teriam de ser resolvidas para todas as 10

componentes independentes de 7, e para uma configuragcdo de matéria qualquer...!

O que veremos a seguir é que, assim como no Eletromagnetismo, podemos nos utilizar a
invariancia de calibre para simplificar dramaticamente o nosso problema.

Lembre-se que, no Eletromagnetismo, podemos escolhendo uma fungao escalar A(x)
qualquer e fazer a transformacao de calibre (“gauge”):

A, > A,=A,+0,4 , queoscampos eletromagnéticos permanecem inalterados:

FMU = ODAM - 0MAU — F/w = FMU
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A INVARIANCIA DE CALIBRE DAS TEORIAS COVARIANTES

De fato, ndo devemos nunca nos esquecer de que hd uma invaridncia fundamental por tras de toda a idéia de
expressar a geometria do espaco-tempo por meio de uma métrica, e por tras do Principio da Equivaléncia: a
invaridncia por transformacoes arbitrarias de coordenadas (chamada, no contexto da Relatividade Geral, de
invaridncia de calibre, ou invaridncia de gauge.)

Essa invaridncia fundamental nos diz que podemos efetuar qualquer mudanga no nosso sistema de
coordenadas:

¥ S b=k B T ende £ = £ (L X)) sdo funcBes quaisquer.

Se a transformacao é infinitesimal, ou seja, se para qualquer ponto do espaco-tempo a translacdo for muito
pequena, temos que, usando um resultado de aulas anteriores, a métrica no mesmo ponto se transforma como:

/ 2
g o — o=t el S H O o Sondellembre se que fU=0 S8
Mas se a nossa métrica é aproximadamente a de Minkowski, entao:
Suvis sl Tk h/w S bu s h/w T h;w TR é:V;ﬂ

Ou seja, tanto & quanto & sdo perturbagdes no mesmo sentido: termos lineares em /1 sao da mesma ordem que
termos lineares em ¢, e assim por diante. Portanto, a transformacao de coordenadas gera a transformacao:

= it - St R
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A INVARIANCIA DE CALIBRE DAS TEORIAS COVARIANTES

Note que a métrica “de fundo” é, por hipdtese, aproximadamente a de Minkowksi.

Mas ha uma infinidade de sistemas de coordenadas relacionados entre si pelas transformacoes
infinitesimais x — x' = x + £ . Qualquer um desses é tdo bom quanto qualquer outro!

Evidentemente, a escolha de um referencial particular fixa o “calibre”, no sentido que uma vez
que fizemos essa escolha de sistema de coordenadas, renunciamos a opcao de redefini-las.

Mas como é que fixamos esse calibre, na pratica? Nesse momento é util retornar ao exemplo
do Eletromagnetismo. Ali, nés nao especificamos a fungao A(z, X), mas impomos condigdes
diretamente sobre os potenciais. Por exemplo:

GaugedeCoqumb:V-K:O & A=A'"+V]i = V-A'+V21=0

Gauge de Lorentz: 9, A*=0 << AY=A"+04 = 0A*"+[]A=0

Ou seja, na pratica nés impomos um vinculo que deve ser obedecido pelos potenciais
eletromagnéticos. O Unico cuidado que temos de tomar é que no caso do Eletromagnetismo

temos uma funcao livre, portanto podemos impor uma condicao (vinculo) sobre os A,
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A INVARIANCIA DE CALIBRE DAS TEORIAS COVARIANTES

O mesmo vai se passar aqui: ndo precisamos (nem teriamos comol!) especificar quem sao as
translagcoes infinitesimais & que relacionam os diferentes referenciais entre si: basta impor

certas condi¢cdes sobre a métrica — ou melhor, sobre as perturbacées da métrica 7,

Note que no caso da liberdade de gauge da Relatividade Geral temos quatro fungées livres:
£0, &1, Portanto, podemos impor quatro condigées sobre as 10 componentes do tensor

simétrico /.

Vamos retornar a forma do tensor de Einstein no limite de campo fraco:

uv U, ua U, va

h laa h lh“ he ; h?  + OHh?
3 (001000 g (1 15 ) 0% 00

Note que podemos fazer quase todos esses termos desaparecerem caso pudéssemos impor
as condicoes de gauge:

1
O My==0,h=0 < g"T} =0

Essa condicao chama-se gauge harménico ou gauge de Lorentz. Vejamos no que isso da...
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A INVARIANCIA DE CALIBRE DAS TEORIAS COVARIANTES

* Usando a condicdo do gauge harménico significa impor que:
1 1
gl dh_0pic —d o hi = d b
2 2

* Vamos substituir essas expressoes no tensor de Einstein:

1 L T oy
hi g0 Bt i rde Y

9

1 el 1 1
o (aﬂay — ) e s <Eaﬂayh i anaﬂh> S PO

* Assim, chegamos a conclusado de que o lado esquerdo das Equacoes de Einstein ficam
escritas, no gauge harmonico, como:

1
(h’m/ o 57’]’”1/ h) et 8nG T/w

* Ou seja, as perturbacdes da métrica obedecem uma equacao... de ondall!
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OS CAMPOS E SUAS FONTES

= 1
. Definindo a variavel h, =h,, — Enﬂyh temos que as Equacoes de Einstein se resumem a:

e

o 2—5 hﬂy ~ 87ZGTW

« E atil lembrar o formato das Equacdes de Maxwell no gauge de Lorentz (0,A* = 0):

Al =g e 5

cuja solugao mais elegante é dada em termos do potencial retardado:

T ket e

— —
e 7

X

>/

, onde tr,=—|Xx —Xx'| é o tempo retardado.
&

AL T = Jd3x’

* Mesmas equagbes, mesmas solucées: podemos escrever diretamente que a solugcao geral
para as Equacoes de Campo de Einstein no limite de campo fraco sao:

5 Lo T

Sy =
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OS CAMPOS E SUAS FONTES

* Vamos recordar o significado fisico dessas solugdes.

* No caso do Eletromagnetismo, o significado dessa

solucao é que cargas/correntes (J#) sao as fontes do
campo:

Jiki =0 %)

— —
| X — x|

X

AML ) = [d3x’

No caso da Relatividade Geral, o mesmo se aplica:
as fontes dessas perturbacoes da métrica sao a
energia, pressao e estresses da matéria

- Bt
e ey w = e ¥)
- EREd

X

O carater dessas solucoes é tal que elas preservam

explicitamente a causalidade, por meio do tempo
retardado.
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OS CAMPOS E SUAS FONTES

Essas expressdes contém nao apenas as solugdes “estaticas” da
Eletrostatica e da Magnetostatica, mas também as solucbes
radiativas, nas quais uma fonte gera campos dinamicos que se
propagam livremente, "descoladas" das fontes.

No Eletromagnetismo, ondas sao geradas por cargas e correntes
aceleradas e, no vacuo, obedecem:

ERALG ) =0

ldem no caso da Relatividade Geral: se “chacoalhamos" as fontes de
matéria, podemos gerar ondas gravitacionais que, no vacuo, se
propagam de acordo com a equagao:

[l 9) =0

Ou seja, a Relatividade Geral prevé que podemos ter campos
gravitacionais que se propagam livremente no vacuo, "descolados”
de qualquer fonte de matéria — ondas!

Pela equacado de onda vemos imediatamente que a velocidade de
propagacao dessas ondas gravitacionais é a velocidade da luz.
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RADIACAO GRAVITACIONAL

* No Eletromagnetismo as solugcoes radiativas
exigem que as fontes sejam aceleradas: afinal,
uma carga com velocidade uniforme gera um
campo eletrostatico num referencial em que as
cargas estao estacionarias. No caso explorado
nas Aulas 8 e 9, temos que, em ambos os
referenciais:

e
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RADIACAO GRAVITACIONAL

* Para uma configuracao limitada a um
determinado volume no espaco, os campos
— —
estaticos E, . e B, . decaem como ~ 1/r°

* Mas quando temos cargas aceleradas, os campos se desprendem das
fontes e se propagam de modo independente. Nesse caso, os campos “de

radiagdao” decaem mais devagar, como E, ,~ Bp ,~ 1/r
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RADIACAO GRAVITACIONAL

* No Relatividade Geral, ondas gravitacionais sao geradas pela aceleracao de fontes de
matéria/energia. Agora a radiacao de dipolo elétrico nao é algo realistico: uma situacao
mais "normal" seria de duas massas que orbitam uma a outra:

* Porém, ao contrario do Eletromagnetismo, no qual existem cargas positivas e negativas,
na Relatividade Geral temos apenas massas e energias positivas. Entao, o carater
dessas ondas serd um pouco diferente do caso dos campos eletromagnéticos. Nas
préoximas aulas vamos explorar melhor essas similaridades e diferencas entre as ondas

gravitacionais e as ondas eletromagnéticas.
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PARA A AULA QUE VEM:

 Terminem o quanto antes a 4a Lista de Exercicios !

» A 5a Lista de Exercicios estara disponivel nos préoximos 2-3
dias

* Leitura para a proxima aula: S. Carroll, Capitulo 7




