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Iteração de Ponto Fixo
Convergência

Suponhamos que:

I A matriz jacobiana Jφ é cont́ınua

I x = φ(x) é ponto fixo com

‖Jφ(x)‖ < 1
para alguma norma tal que ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖

I xk+1 = φ(xk)

I x0 está suficientemente próximo de x
então

lim
k→∞

xk = x .



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Considere uma função diferenciável f : Rn → R e defina

g(t) := f
(
y + t(x − y)

)
para um par qualquer fixo x ∈ Rn e y ∈ Rn.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Podemos utilizar o teorema do valor médio para escrever

g(1)− g(0) = g ′(η)

para algum η ∈ (0, 1).

Como

g(1) = f (x), g(0) = f (y) e

g ′(η) = ∇f
(
y + η(x − y)

)T
(x − y)

então

f (x)− f (y) = ∇f (ξ)T (x − y)
onde ξ = y + η(x − y).
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Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Considere uma iteração xk qualquer, então o resultado acima
implica que

φi (x)− φi (xk) = ∇φi (ξik)T (x − xk)



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Em notação compacta

φ(x)− φ(xk) =



∇φ1(ξ1,k)T

∇φ2(ξ2,k)T

∇φ3(ξ3,k)T

...

∇φn(ξn,k)T


(x − xk)



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Denotamos:

J̃φ(ξ1, . . . , ξn) :=



∇φ1(ξ1)T

∇φ2(ξ2)T

∇φ3(ξ3)T

...

∇φn(ξn)T





Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Assim:

φ(xk)− φ(x) = J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)(xk − x)



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Portanto:∥∥φ(xk)− φ(x)
∥∥≤∥∥J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)

∥∥‖xk − x‖



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Como as derivadas parciais e a norma são cont́ınuas

∀δ > 0 ∃ε > 0
tal que

‖ξi − x‖ ≤ ε⇒∥∥J̃φ(ξ1, ξ2, . . . , ξn)
∥∥ ≤ ∥∥Jφ(x)

∥∥+ δ.

Em particular, podemos utilizar

δ =
1−

∥∥Jφ(x)
∥∥

2
> 0.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Ou seja, ∃ε > 0 tal que

‖ξi − x‖ ≤ ε⇒
∥∥J̃φ(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∥∥ ≤ c

onde

c =
∥∥Jφ(x)

∥∥+
1−

∥∥Jφ(x)
∥∥

2
< 1.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Recordemo-nos que∥∥φ(xk)− φ(x)
∥∥≤∥∥J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)

∥∥‖xk − x‖.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Ou seja∥∥xk+1 − x
∥∥≤∥∥J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)

∥∥‖xk − x‖.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Mas se ‖xk − x‖ ≤ ε∥∥xk+1 − x
∥∥≤ c‖xk − x‖.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Mas se ‖xk − x‖ ≤ ε∥∥xk+n − x
∥∥≤ cn‖xk − x‖.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Note que∥∥xk+1 − x
∥∥≤∥∥J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)

∥∥‖xk − x‖



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

implica em∥∥xk+1 − x
∥∥

‖xk − x‖
≤
∥∥J̃φ(ξ1,k , . . . , ξn,k)

∥∥.



Iteração de Ponto Fixo
Prova de Convergência

Aplicando limites

lim sup
k→∞

∥∥xk+1 − x
∥∥

‖xk − x‖
≤
∥∥Jφ(x)

∥∥.



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

φ(x) = x ⇔ ψ(x) = x

φ(x) = x ⇒
∥∥Jψ(x)

∥∥ = 0



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

φ(x) = x ⇔ ψ(x) = x

φ(x) = x ⇒ Jψ(x) = 0



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

Definindo

ψ(x) = x + A(x)
(
φ(x)− x

)

det
(
A(x)

)
6= 0
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Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

temos

Jψ(x) = I + A(x)
(
Jφ(x)− I

)
+ Ω(x)

onde

Ω(x)i ,j =
n∑

k=1

∂ai ,k
∂xj

(x)
(
φk(x)− xk

)
.



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

Portanto, em um ponto fixo a exigência fica

0 = I + A(x)
(
Jφ(x)− I

)



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

que é satisfeita com

A(x) = −
(
Jφ(x)− I

)−1
.



Iteração de Ponto Fixo
Acelerando a Convergência

Portanto

ψ(x) = x −
(
Jφ(x)− I

)−1(
φ(x)− x

)
.

Note que essa formulação faz sentido sempre que

det
(
Jφ(x)− I

)
6= 0.



Iteração de Ponto Fixo
Algoritmo Acelerado

I Resolva (
Jφ(xk)− I

)
sk = xk − φ(xk).

I Faça

xk+1 = xk + sk .


