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Convergéncia

Suponhamos que:
» A matriz jacobiana J¢ é continua

> x = ¢(x) é ponto fixo com

Mo (x)]| <1

para alguma norma tal que ||Ax| < ||A|l||x]|
> Xiy1 = d(xk)
> xg estd suficientemente préximo de x
entdo .
Iim x, = x.
k— 00
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Prova de Convergéncia

Considere uma fungdo diferencidvel f : R" — R e defina

g(t) :=f(y+t(x—y))

para um par qualquer fixo x € R” e y € R".



lteracdo de Ponto Fixo

Prova de Convergéncia

Podemos utilizar o teorema do valor médio para escrever

g(1) —g(0) = g'(n)

para algum n € (0,1).
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Prova de Convergéncia

Podemos utilizar o teorema do valor médio para escrever

g(1) —g(0) = g'(n)

para algum 1 € (0,1). Como
g(1)=f(x), g(0)=f(y) e
g'(n)=Vf(y+nx—y) (x—y)
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Prova de Conver géncia

Podemos utilizar o teorema do valor médio para escrever

g(1) —g(0) = g'(n)
para algum 7 € (0,1). Como
g(1)=1f(x), g(0)="»f(y) e
g(n)=VFy+nx—-y) (x-y)
f(x) = f(y) =VF(E) (x—y)

onde § =y +n(x —y).
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Prova de Convergéncia

Considere uma iteracdo x, qualquer, entdo o resultado acima
implica que

0i(x) — di(xk) = Vi(&u) " (x — x)
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Prova de Convergéncia

Em notacdo compacta

d(x) — d(xx) =

(v¢1(£1,k)7-\
V¢2(€2,k)T
Vs(€si)

Kvgbn (én,k) T)

(x — xk)
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Prova de Conver géncia

Denotamos:

(Vor(&)"
Va(€r)"
Jb(€q, ... &)= | Vos(&s)T

\Vén(£,)/
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Prova de Convergéncia

Assim:

O(xk) = d(x) = JP(E1 k-, €nie) Xk — X)



lteracdo de Ponto Fixo

Prova de Convergéncia

Portanto:

|d(xk) — d(x)]|<
H]¢(€1,ka o En )Xk = x|]
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Prova de Convergéncia

Como as derivadas parciais e a norma s3o continuas

Vo >0 de>0

tal que

1§ = x|| < e =

[Jo(&1. &, -, &) < [[Jo(x)]| + 6.
Em particular, podemos utilizar
1ot

5 —
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Prova de Convergéncia

Ou seja, Je > 0 tal que

H€I _XH S € = qub(glagbaﬁn)u S Cc

onde

¢ = [[Jg(x)] + _HJf(X)Ha
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Prova de Convergéncia

Recordemo-nos que

|(xk) — #(x)|| <
| T(E s+ Enid)|[IXk — x].
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Prova de Convergéncia

Ou seja

ks x] <

| T(E s+ Enid)|[IXk — x].
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Prova de Convergéncia

Mas se [|xx — x|| < €

ka+1 — xH§ cllxk — x||-
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Prova de Convergéncia

Mas se [|xx — x|| < €

kaJrn — xH§ c"||xk — x||-
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Prova de Convergéncia

Note que

PEE

||]¢(£1,k7 s 7£n,k)H ||xk — XH
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Prova de Convergéncia

implica em

[ xke41 —
[ %k —

2 < st

7€n,k)H'
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Prova de Convergéncia

Aplicando limites
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Acelerando a Convergéncia

P(x) = x & P(x) = x
d(x) =x = |[Jy(x)|| =0
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Acelerando a Convergéncia

d(x) = x & P(x) = x
d(x)=x= Jp(x) =0
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Acelerando a Convergéncia

Definindo

P(x) = x + A(x)(d(x) — x)
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Acelerando a Convergéncia

Definindo

P(x) = x + A(x)(¢(x) — x)
det(A(x)) # 0
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Acelerando a Convergéncia

temos

Jp(x) = 1+ A(X)(Jp(x) ~ 1) + Qx)

onde




lteracdo de Ponto Fixo

Acelerando a Convergéncia

Portanto, em um ponto fixo a exigéncia fica

0=1+A(x)(Jo(x)— 1)



lteracdo de Ponto Fixo

Acelerando a Convergéncia

que é satisfeita com

A(x) = —(Jop(x) — 1)
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Acelerando a Convergéncia

Portanto

P(x) =x — (Jo(x) — 1) ((x) — x).
Note que essa formulacdo faz sentido sempre que

det(Jop(x) — 1) # 0.
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Algoritmo Acelerado

» Resolva

<J¢(Xk) — /)Sk = Xk — gb(xk).

> Faca

Xk4+1 = Xk + Sk-



