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Motivacao

Menor Distancia a uma Superficie

Considere uma superficie

[ = {0, %2, 70a. %)) T < (1, x2) T € R

Determine numericamente o ponto de [ mais préximo da origem.



Motivacao

Menor Distancia a uma Superficie

Note que a distancia da origem a um ponto de ' é dada por

d(x1,x) = \/X12 + x5 4 7(x1, x2)?,

cujo gradiente é:

v
. X1 +7(X1,xz)a—xl(xhx2)

Vd(Xl,XQ) =
\/X12 + x5 4 (x1, x2)?

0
X2 +7(X1,X2)af:2(><17><2)



Motivacao

Menor Distancia a uma Superficie

A tarefa agora é resolver Vd(x1,x2) = (0,0)7, ou seja

0
0 0) 5 )|y

0
’Y(X17X2)8732(X1,X2) x2



Motivacao

Menor Distancia a uma Superficie

Introduzindo a notacdo compacta para vetores
_ T
X*(X17X27-"7Xn) )

podemos reescrever o problema como

P(x) = x

#(x) = —1(x)Vy(x).

onde



Equacao de Ponto Fixo
Definicdo

Em geral, podemos desejar resolver equacdes da forma

P(x) = x

¢:R" - R".

onde



Definicao

Iteracdo de Ponto Fixo

Qual serd o comportamento das iteracdes

XK1 = P(xk)



Matriz Jacobiana
Definicao

Seja f : R” — R™ dada por




Matriz Jacobiana

Definicdo

Definimos a matriz jacobiana de f em x:
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Matriz Jacobiana
Definicao

Observe que

Jf(x)

Vh(x)"
Vh(x)"
Vhi(x)'

Vin(x)"




Norma
Definicao

> x| =0 x=0



Norma
Definicdo

> x| =0 x=0

> [[Ax]] = |ATllx]]



Norma
Definicdo

> x| =0 x=0
> [[Ax]] = [Al]|x]]
> Ix + yll < [[x]] + |y



Norma
Propriedades

> |Ix[| =0



Norma
Propriedades

> |Ix[| =0

» lim x =x & I|m |xx — x|| =0
k— 00



Norma

Exemplos




Norma

Exemplos

n
> xlli:= ) Il
i=1



Norma

Exemplos

> lIxllz = > Xl == max |

i€{1,2,....n}

> [xy =




Norma

Exemplos
- Il = el =, o
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Norma

Matrizes

Consideremos uma matriz

a1 41,2 41,3 - din
ai a2 423 - a2.n
A=1]3a31 4832 a33 -+ 3a3n
dm,1 dm,2 dm3 -°° dmpn

qual seria a noc3o apropriada de tamanho?



Norma
Matrizes
Uma ideia é definir ||A|| := ||a|| onde

a1
a2

al,n
ai
a2

a2.n

dm,1
am,2

)

dm,n




Norma

Matrizes

Uma outra ideia é utilizar

A
1A = max 12X
x#0 || x|]



Norma

Matrizes

Observe que
| Ax||

] H [Ix]|

|

|A]| :== max ||Ax|].

1x[[=1

portanto



Norma
Matrizes

A norma

satisfaz

|A]| :== max ||Ax||
Ix[[=1

1A < [[A[l[[x]]



lteracdo de Ponto Fixo

Convergéncia

Suponhamos que:

» A matriz jacobiana J¢ é continua



lteracdo de Ponto Fixo

Convergéncia

Suponhamos que:
» A matriz jacobiana J¢ é continua

> x é ponto fixo com

IJo(x)| <1

para alguma norma tal que ||Ax| < ||A|l||x]|



lteracdo de Ponto Fixo

Convergéncia

Suponhamos que:
» A matriz jacobiana J¢ é continua

> x é ponto fixo com

IJo(x)| <1

para alguma norma tal que ||Ax| < ||A|l||x]|

> x( estd suficientemente préximo de x



lteracdo de Ponto Fixo

Convergéncia

Suponhamos que:
» A matriz jacobiana J¢ é continua

> x é ponto fixo com

IJo(x)| <1

para alguma norma tal que ||Ax| < ||A|l||x]|
> x( estd suficientemente préximo de x
entdo .
im x, = x.
k—o00



lteracdo de Ponto Fixo
Conver géncia

Além disso,




Norma-1

Matrizes
Note que
ai11x1 + aiexe + -+ aynXp
a,1X1 + azxexo + -+ a2 nXp
AX = . )
Am1X1 + am2X2 + -+ amnXn
portanto

m | n
[Ax|lr =D > aix

i=1!j=1



Norma-1

Matrizes

n
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Norma-1

Matrizes

Seja M = maxjc(1,2,...n} 2_ie1 |3ij], entdo

n m
IAX]L <D Ixl D lail
j=1 i=1

<3 M =M

Jj=1
pois ||x||1 = 1.



Norma-1

Matrizes

Ou seja,

m
All1 <  max Za--.
Al < max > o



Norma-1

Matrizes
Agora sejam

m

J = argmax E |aj j
JE{1,2,...,n} i=1

{O se j £ J
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e x tal que

1 sej=J

Entdo |[x|]|=1e
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Norma-1

Matrizes

Portanto mostramos que

m
JAlln < max > fal
Jje{1,2,...,n} 1

m
Al > max > fail.
Jje{1,2,...,n} P



Norma-oo

Matrizes

n
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Norma-1

Critério das Colunas

O critério HJ¢(X)H1 < 1 resulta em

0pi

> |%
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<1l Vje{l?2,...



Norma-oo

Critério das Linhas

O critério HJ¢(X)HOO < 1 resulta em

n
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olo;
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