
Campos Magnetostáticos I

[R. Fitzpatrick, Classical Electromagnetism; Cap. 5]

[J.D. Jackson, Classical Electrodynamics; Cap. 5]

[A. Zangwill, Electromagnetic Field Theory; Cap. 10]

Lei de Biot-Savart

𝑑𝐵 Ԧ𝑟 = 𝑘𝐼
𝑑ℓ × Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3
; 𝑘 =

𝜇0
4𝜋

= 10−7
𝑁

𝐴2

“Problema” aparente: não satisfação da Terceira Lei de Newton

Formulação de Ampère: força de interação entre duas

espiras de corrente

Ԧ𝐹12 =
𝜇0
4𝜋

𝐼1𝐼2රර
𝑑ℓ1 × 𝑑ℓ2 × Ԧ𝑟12

Ԧ𝑟12
3

Força na espira 1 devido ao campo produzido por 𝐼2



Ԧ𝐹12 = 𝐼1ර𝑑ℓ1 × 𝐵; 𝐵 =
𝜇0
4𝜋

𝐼2ර𝑑ℓ2 ×
Ԧ𝑟12
Ԧ𝑟12

3

𝑑ℓ1 × 𝑑ℓ2 × Ԧ𝑟12 = − 𝑑ℓ1 ∙ 𝑑ℓ2 Ԧ𝑟12 + 𝑑ℓ1 ∙ Ԧ𝑟12 𝑑ℓ2

∴ Ԧ𝐹12 = −𝑘𝐼1𝐼2රර
𝑑ℓ1 ∙ 𝑑ℓ2 Ԧ𝑟12

Ԧ𝑟12
3

+𝑘𝐼1𝐼2ර𝑑ℓ2ර𝑑ℓ1 ∙
Ԧ𝑟12
Ԧ𝑟12

3

Mas

ර𝑑ℓ1 ∙
Ԧ𝑟12
Ԧ𝑟12

3
= −ර𝑑ℓ1 ∙ ∇

1

Ԧ𝑟12
= −න ∇ × ∇

1

Ԧ𝑟12
. 𝑑 Ԧ𝑆 = 0

Portanto

Ԧ𝐹12 = −
𝜇0
4𝜋

𝐼1𝐼2රර 𝑑ℓ1 ∙ 𝑑ℓ2
Ԧ𝑟12
Ԧ𝑟12

3

Intercâmbio 1 ⇆ 2 ⟹ Ԧ𝐹21 = − Ԧ𝐹12



Campo produzido por uma distribuição contínua de corrente

𝑑𝐵 Ԧ𝑟 =
𝜇0
4𝜋

𝑑𝐼′න𝑑ℓ′ ×
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3
; 𝑑𝐼′ = Ԧ𝑗′ ∙ 𝑑 Ԧ𝑆′ = 𝑗′ Ƹ𝑒ℓ ∙ 𝑑 Ԧ𝑆

′; 𝑑𝑉′ = 𝑑ℓ′ ∙ 𝑑 Ԧ𝑆′

𝐵 Ԧ𝑟 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′ ×
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 3

Equações diferenciais

Campo produzido por corrente estacionárias Τ𝜕 𝜕𝑡 = 0 → ∇ ∙ Ԧ𝑗 = 0

𝐵 Ԧ𝑟 = −
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′ × ∇
1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
=
𝜇0
4𝜋

∇ × න
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′

∇ × 𝑓 Ԧ𝐴 = 𝑓∇ × Ԧ𝐴 + ∇𝑓 × Ԧ𝐴

𝐵 Ԧ𝑟 = ∇ × Ԧ𝐴 Ԧ𝑟 ; Ԧ𝐴 Ԧ𝑟 =
𝜇0
4𝜋

න
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′ ; ∇ ∙ 𝐵 = 0; ∇ × 𝐵 = 𝜇0Ԧ𝑗



∇ ∙ Ԧ𝐴 = −
𝜇0
4𝜋

න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′ ∙ ∇′
1

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′ = −

𝜇0
4𝜋

න∇′ ∙
Ԧ𝑗 Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′ +

𝜇0
4𝜋

න
∇′ ∙ Ԧ𝑗

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′
𝑑𝑉′

∇ ∙ Ԧ𝑗 = 0 ⟹ ∇ ∙ Ԧ𝐴 = 0

Força e Torque na interação campo-corrente

Ԧ𝐹 = න Ԧ𝑗 Ԧ𝑟 × 𝐵 Ԧ𝑟 𝑑𝑉; Ԧ𝜏 = න Ԧ𝑟 × Ԧ𝑗 Ԧ𝑟 × 𝐵 Ԧ𝑟 𝑑𝑉

Teorema de Thomson

Em uma região livre de correntes, o módulo do campo magnético pode ter um mínimo
local, mas não máximo.

Condição para máximo dentro do volume: 𝑑 Ԧ𝑆 ∙ ∇ 𝐵 ∙ 𝐵 < 0

𝑑 Ԧ𝑆 ∙ ∇ 𝐵 ∙ 𝐵 = ∇𝑑𝑉 ∙ ∇ 𝐵 ∙ 𝐵

∇ 𝐵 ∙ 𝐵 = 2𝐵 × ∇ × 𝐵 + 2 𝐵 ∙ ∇ 𝐵 = 2 𝐵 ∙ ∇ 𝐵



∇ ∙ ∇ 𝐵 ∙ 𝐵 = 2∇ ∙ 𝐵 ∙ ∇ 𝐵 = 2

𝑗



𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐵𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐵𝑗

∇ × 𝐵 = 0 →
𝜕𝐵𝑗
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕𝐵𝑖
𝜕𝑥𝑗

∴ ∇ ∙ ∇ 𝐵 ∙ 𝐵 = 2 

𝑗



𝑖

𝜕𝐵𝑖
𝜕𝑥𝑗

2

+

𝑖

𝐵𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖


𝑗

𝜕𝐵𝑗
𝜕𝑥𝑗

න𝑑 Ԧ𝑆 ∙ ∇𝐵2 = 2

𝑖,𝑗

න
𝜕𝐵𝑖
𝜕𝑥𝑗

2

𝑑𝑉 ≥ 0

Portanto o campo magnético só pode ter um mínimo dentro da região, o que faz sentido 
físico, já que as fontes do campo são externas.



Campo de uma espira de corrente [Zangwill, Seção 10.4]

1. Campo ao longo do eixo z (Física III)

𝐵 Ԧ𝑟 =
𝜇0𝐼

4𝜋
න𝑑ℓ ×

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟 3

Ԧ𝑟 = 𝑧 Ƹ𝑒𝑧; Ԧ𝑟′ = 𝑅 Ƹ𝑒𝑟 = 𝑅 cos𝜑 Ƹ𝑒𝑥 + sin𝜑 Ƹ𝑒𝑦 ;

𝑑ℓ = 𝑅𝑑𝜑 −sin𝜑 Ƹ𝑒𝑥 + cos𝜑 Ƹ𝑒𝑦

𝑑ℓ × Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ = 𝑧𝑅 cos𝜑 Ƹ𝑒𝑥 + 𝑧𝑅 sin𝜑 Ƹ𝑒𝑦 + 𝑅2 Ƹ𝑒𝑧

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ = 𝑅2 + 𝑧2

𝐵 Ԧ𝑟 =
𝜇0𝐼

2

𝑅2

𝑅2 + 𝑧2 ൗ3 2
Ƹ𝑒𝑧

2. Condições de contorno para o campo magnético

ො𝑛 ∙ 𝐵2 − 𝐵1 = 0; ො𝑛 × 𝐵2 − 𝐵1 = 𝜇0𝐾



3. Potencial escalar magnético

∇ × 𝐵 = 0 → 𝐵 Ԧ𝑟 = −∇𝜓 Ԧ𝑟 ; ∇ ∙ 𝐵 = 0 → ∇2𝜓 Ԧ𝑟 = 0

4. Campo da espira de corrente fora do eixo vertical

Consideremos uma esfera de raio 𝑅 passando pela espira. 

Como há simetria azimutal, as expressões para o potencial

escalar nas duas regiões dentro e fora a esfera são

𝜓 𝑟, 𝜃 =



ℓ

𝐴ℓ
𝑟

𝑅

ℓ

𝑃ℓ cos 𝜃



ℓ

𝐵ℓ
𝑅

𝑟

ℓ+1

𝑃ℓ cos 𝜃

Usamos agora o princípio, já visto, que esta é a solução geral da Equação de Laplace, em 
coordenadas esféricas. Portanto, conhecendo a solução ao longo do eixo 𝑧, podemos 
estendê-la para qualquer ângulo 𝜃 usando esta forma geral.



Ao longo do eixo vertical

𝐵 =
𝜇0𝐼

2

𝑅2

𝑅2 + 𝑧2 ൗ3 2
Ƹ𝑒𝑧 = −

𝑑𝜓

𝑑𝑧
Ƹ𝑒𝑧

∴ 𝜓 𝑧 = −
𝜇0𝐼

2

𝑧

𝑅2 + 𝑧2
= −

𝜇0𝐼

2𝑅

𝑧

1 +
𝑧
𝑅

2

Função geradora para os polinômios de Legendre

1

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
=

ℓ=0

∞

𝑡ℓ𝑃ℓ cos 𝜃

Portanto

𝜓 𝑧 = −
𝜇0𝐼

2


ℓ=0

∞
𝑧ℓ+1

𝑅ℓ+1
𝑃ℓ 0 = −

𝜇0𝐼

4𝜋


ℓ=1

∞
𝑧

𝑅

ℓ

𝑃ℓ−1 0 ; ℓ𝑃ℓ−1 0 = − ℓ + 1 𝑃ℓ+1 0



Esta expressão tem que ser igual a solução geral para 𝑟 = 𝑧; 𝜃 = 0.

Como 𝑃ℓ 1 = 1, temos

𝐴ℓ = −
𝜇0𝐼

2
𝑃ℓ−1 0

Como 𝑃ℓ 0 = 0; ℓ impar, somente os coeficientes com ℓ impar não serão nulos; portanto

𝜓 𝑟, 𝜃 = −
𝜇0𝐼

2


ℓ=1,3,..

∞
𝑟

𝑅

ℓ

𝑃ℓ−1 0 𝑃ℓ cos 𝜃 ; 𝑟 < 𝑅

Para obter a solução para 𝑟 > 𝑅, devemos impor que, em 𝑟 = 𝑅, a componente normal de 

𝐵 seja contínua, ou seja, ቚ
𝑑𝜓

𝑑𝑟 𝑟<𝑅
= ቚ

𝑑𝜓

𝑑𝑟 𝑟>𝑅
. Derivando as expressões gerais para o potencial, 

nas duas regiões, obtemos a relação entre os coeficientes, ℓ + 1 𝐵ℓ = −ℓ𝐴ℓ. Portanto

𝜓 𝑟, 𝜃 = −
𝜇0𝐼

2


ℓ=1,3,..

∞
𝑅

𝑟

ℓ+1

𝑃ℓ+1 0 𝑃ℓ cos 𝜃 ; 𝑟 > 𝑅

Exercício para os alunos: calcular a expressão para os campos e verificar o quê acontece
sobre a espira.


