SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

1. AUTOVALORES E AUTOVETORES DE MATRIZES

Consideremos novamente o exemplo:

Exemplo 1.

1 B e 2 3 3ebt
R ) P R HEE )

sao solucoes do sistema x = Az, sendo

13
A= [5 3] |
Escrevendo a solugao x1(t) na forma:

nlt) = ultyy, w=e?, v= [ 4 ]

observamos que Lu(t) = —2u(t) e Av = —2v, ou seja o efeito dos
operadores lineares % e Av = —2v sobre u e v, respectivamente,

¢ simplesmente a multiplicacao pela constante —2. A mesma ob-

servacao vale para xo, trocando —2 por 6 e [ } ] por [g] De

fato, dada uma matriz A e um vetor v tal que Av = kv, podemos
ver que a funcao e - v é sempre uma solucao do sistema homogeéneo
x/ = Ax. Lembremos entao a seguinte:
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ai a2 -+ Qip

.« ~ . asy Q@92 -+ QA9 .

Definicao 2. Seja A = | "| uma matrizn xn.
_anl Ap2 - ann_

Dizemos que o escalar \ € um autovalor de A se existir um vetor

U1

U2 , : ~
v=| | #0, tal que Av = Iv. O vetorv € denominado entao

Un

um autovetor associado a \.

Agora, A\ é autovalor e v autovetor associado se e somente se
Av =) v & (A - X)v =0, sendo I a matriz identidade n x n.
Lembrando que a equagao: (A — Al)x = 0, Bx = 0 tem solugao
nao trivial, se e somente se o det B = 0, obtemos a

Proposicao 3. Um escalar A € autovalor da matriz A, se e
somente se det (A — M) = 0.

A equacao det (A — AI) = 0. é a equacgao caracteristica de A e
os autovalores sao também chamados valores caracteristicos d A.

Exemplo 4. Encontrar os autovalores e autovetores da matriz:

13
a-|13]
Temos:
1—A 3 2 2
. 2y =0 AN=0c N4\ 12=0 )= -2 ou \=0.

Portanto, os autovalores de A sao —2 e 6.
Para encontrar os autovetores associados a —2, devemos resolver a
equacao:



SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS 3

B 1M

Dai obtemos 3x 4+ 3y =0 &y = —=x.
Atribuindo um valor arbitrario (ndo nulo) a z, obtemos um autove-
tor associado a A = —2. Por exemplo, se x = 1, obtemos y = —1. e

1 :
BE Qualquer outro autovetor associado

a A = —2. serd um multiplo nao nulo de vy
Para encontrar os autovetores associados a 6, devemos resolver a

equacio:
e 3] -0

Daf obtemos —bzx +3y =0 < y = (5/3)x.
Atribuindo um valor arbitrario (nao nulo) a x, obtemos um autove-
tor associado a A = 6. Por exemplo, se x = 3, obtemos y = 5. ¢

temos o autovetor v; =

temos o autovetor vy = . Qualquer outro autovetor associado

3
5.
a A = 6. Sera um multiplo nao nulo de vs.
Proposicao 5. Uma combinacao linear de autovetores de uma
matriz A associados ao mesmo autovalor X € um autovetor as-
sociado a \ (ou € o vetor nulo).

Em outras palavras o conjunto formado pelos autovetores as-
sociados a um mesmo autovalor ¢ um subespaco vetorial de R",
denominado autoespaco associado a .

Proposicao 6. Autovetores de uma matriz A associados a au-
tovalores distintos sao sempre linearmente independentes.

Prova. Por indugao sobre o nimero n de autovalores distintos.
Para n = 1, o resultado ¢ imediato. Suponhamo-lo verdadeiro para
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n = k. Entao se vy, v, - - - , U1 sa0 autovetores associados respecti-
vamente aos autovalores Ai, Ao, - -+, Apy1 distintos dois a dois, sejam
C1,Co, -+, Crpi1 €scalares tais que cjvq + covg + - -+ + g1V = O.
Aplicando a matriz A, obtemos o sistema:

(1) C1U1 + CoUg, + -+ + -+ + V1 = 0.
CIAU1 + oAU + - - -+ 1 A1 Vg1 = 0

Multiplicando a primeira equacao em (/1)) por A\r.1 e subtraindo da
segunda, obtemos (Agy1 — A1)c1v1 + (A1 — Ag)Covo + -+ -+ (Ajy1 —
Ar)ervr = 0. Da hipdtese de indugdo, obtemos, ¢; = ¢ = -+ =
¢ = 0. Usando novamente a primeira equagao em , segue que
Cktr1 — 0. []

2. APLICACOES PARA SISTEMAS DE EDOS LINEARES

Corolario 7. Se vy, v9, -+ , v, sao n autovetores linearmente in-
dependentes da matriznxn A e X\, Aa, -+ , A, sao o0s autovalores
correspondentes entao uma solucao geral do sistema homogéneo
dx __ 4 .
7 = Az ¢ dada por:

A

Tr= cleAltvl—l—CQGAﬂUg—F- - +cpe ”tvn ci1,Co, -+ ,C, constantes reais .

Em particular, isto ocorre se vy, vy, - , v, Sao autovetores asso-
ctados aos autovalores distintos dois a dois Ay, Aa, -+, \,.

Prova. Basta observar que ¢ = e, @y = el .. g, = el
sao n solucoes linearmente independentes do sistema, em vista
do resultado abairo, provado anteriormente. ]

Teorema 8. Se o, ., - -+ , x, sao solucoes linearmente indepen-
dentes do sistema homogeéneo d—f = Ax entdo todas as solucoes

d
sao da forma:

r=cxT +cxr+ - +cpx, C1,C,--,Cy constantes reais .
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Exemplo 9. Encontrar a solucao geral do sistema:

0T sy
i xTH+y+z
d
d_?i =T +5y—=z2
dz 5
- = — 92
at "’
Solucao. na forma matricial, temos o sistema; Ccll—’t‘ = Ax, sendo
—4 1 1
A=11 5 —1|.A equacao caracteristica é:
0 1 =3
—4—-X 1 1
det (A —-XM)=0«<|1 5—A —11=0
0 I —=3—=A
&S —(A+3)(A+4)(A—=5)=0.
Para A = —3, o processo de eliminacao de Gauss nos da:
(11 1]0 e
det (A . 3]: ’ O) _ 1 8 _1 O processo de eliminacao de auss
01 00
(10 —1/0
01 0]0
00 010
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1
Portanto vy = | 0 | é um autovetor de A associado a A = —3. ¢
1
1
x; =e 3" | 0 | éuma solugio de 2¢ = Ax.
1
Para A = —4, o processo de eliminacao de Gauss nos da:
01 110 de eliminacdo de G
det (A —l_ 4:[ ’ O) _ 1 9 _1 O processo de eliminacao de auss
01 110
(10 —10] 0
01 1{0
100 010
10
Portanto v = | —1 | é um autovetor de A associado a A = —4.
1
10
exy=e | —1 | éoutra solucdo de Z—i” = Ax.
1

Finalmente, para A = 5,

det ( A — 75l ’ O) |1 0 —110 processo de eliminagao de Gauss
0 1 =810
(10 —1]0
01 =80
00 010
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1
Portanto v3 = | 8 | ¢ um autovetor de A associado a A = 5. e
1
1
x3 = e’ | 8 | é outra solucao de Z—f = Ax.
1

Portanto a solucao geral é dada por:

1 10 1
x=e 0| +e ™| 1] +et]8
1 1 1
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