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Aula 35– O átomo de hidrogênio na 
teoria de Schroedinger  

 

 

 
 

1. A solução do átomo de H na teoria de Schroedinger (continuação).   

(a) A parte angular de todas as auto-funções de energia de qualquer 

potencial central – as funções harmônicas esféricas. A consevação e a 

quantização do módulo do momento angular e de sua componente z.  

(b) Uma imagem vetorial do momento angular orbital e da sua componente 

quantizada, levando em conta que Lx e Ly não são constantes de 

movimento e têm valores médios nulos. 
 

2. A parte radial da função de onda do átomo de H – potencial coulombiano 
atrativo. Comparação com os resultados de Bohr. Os estados degenerados 
em energia: estados de mesma energia e diversos módulos de momento 
angular e  diferentes componente  z do momento angular.  
 

3. As funções de onda, as densidades volumétricas de probabilidade e as 
densidades radiais de probabilidade: diferenças e significados. A simetria 
esférica em Schroedinger . 
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Equação da parte angular 

• A equação da parte angular (a mesma para todo 

potencial central V(r)): 

 

 

 
 

• Resultados das condições física sobre a função de 

onda:  

(1) C= (+1) com =0,1,2...(n-1) e m =0, 1,  2...   decorre da 

imposição da função Y(,) ser unívoca, finita e contínua, com 

derivadas finitas e contínuas e Y(,0)= Y(,2) .  
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Física Moderna. Tipler e Llewellyn 

Funções  reais 
ou imaginárias  

ortonormais 
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Função da parte angular – os harmônicos esféricos 

• A solução da parte angular, a mesma para todo 

potencial central V(r). Também se acha com o 

método de polinômio vezes solução assintotica: 

 
 

 

• Os polinômio P,m(cos) são os polinômios associados de 

Legendre. Legendre viveu entre 1752 e 1833! 

• Observe que vale também:  

 
 
 

• Resultados das condições física sobre a função de onda:  

=0,1,2...(n-1) e  para cada   tem-se os seguintes 

 m : 0, 1,  2...   
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Resultados da parte angular da função de 

onda de potenciais centrais   

(1) Todo o potencial central tem o quadrado do 

momento angular constante e quantizado, ou seja, 

o módulo do momento angular é constante e 

quantizado                  com número quântico 

=0,1,2...(n-1).  (Aguarde o número quântico 

n=1,2,3... que aparece em R(r)). 

 

(2) A componente z do momento angular é 

quantizada com número quântico  m :   

       m =0, 1,  2...  . 

 )1( L

mLz 
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Normalização da função de onda em 

coordenadas esféricas – potenciais centrais 
 

 

 

 

• A  parte radial e a parte angular (funções harmônicas 
esféricas) da função de onda são normalizadas  de 
forma independente. A total, claramente está 
ornormlizada (estados ligados!) 
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Schroedinger:  se =2   n>2 
 

<Lx> = <Ly> = 0 para todos os 
estados. Daí o pontilhado 
circular em torno da ponta do 
vetor L, indicando que  Lx e Ly 
“variam de forma uniforme” . 
 
Compare com o momento 
angular do modelo de Bohr e de 
Wilson-Sommerfeld com os 
resultados da mecânica quântica 
de Schroedinger 
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Equação da parte radial (em classe) 

• A equação da parte radial (diferente para cada 

potencial): 

 

 
 

• Para o átomo de H adotando o modelo atômnico 

de Rutherford, interação coulombiana atrativa: 

 

 

•                                                      n=1,2,3...  
 

 

• A função de onda que define o estado físico depende de 
n e  e m . A energia só depende de n, igualzinho aos 

resultados de Bohr e de Wilson-Sommerfeld sem 
correção relativística.  
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A parte radial da função de onda do H 

• A função de onda R(r) é determinada a partir da 

condição assintotica R(r) =0, que torna R finita e 

normalizável 

 

 

• O polinômio Gn, (r) é o polinômio de Laguerre. 
 

• Observe que o produto r Ln, (r) (Ln,(r) é chamado de 

polinômio associado de Laguerre)  domina quando 

r0 e que e-r/nao (ao é o raio de Bohr) domina para                                              

r  

• n=1,2,3...  
 

•  =1,2,3...(n-1) 
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Física Moderna. Tipler e Llewellyn 

Funções reais  
normalizadas 
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Modern Physics  - T. Thornton e Rex 

A degenerescência dos auto-
estados de energia: diferentes 
estados (diferentes funções de 
onda) com a mesma energia.  
 
Nesta figura só estão 
diferenciados os estados com 
diferentes . (Há 
“degenerescência escondida” 
na componente  z do 
momento angular orbital.) 
 
 

Compare com o modelo de 
Bohr  e a quantização de 
Wilson-Sommerfeld.  
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Modern Physics  - T. Thornton e Rex 

As funções 
normalizadas 
da parte radial 
Rn(r): coluna 
da esquerda. 
 
 

Densidade radial de 
probabilidade: coluna 
da direita. Aguarde ! 
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A densidade volumétrica  de 

probabilidade  

• Densidade volumétrica de probabilidade é a 

probabilidade do elétron estar em uma posição 

(entre r e r+dr,  e +d e  e +d) dentro do 

volume dV em relação ao  núcleo (origem) no 

instante t, por unidade de volume dV=r2drsendd: 

 

 

 

 

• Observe que dV=0 quando r=0! 
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Duas representações para a densidade volumétrica de 
probabilidade do estado fundamental do átomo de H  
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Compare com as posições do elétron  em relação ao núcleo no Modelo de Bohr 

Física V  - Professora: Mazé Bechara 



Figura do livro Física Quântica – Eisberg e Resnick 

Outra representação 
espacial  da densidade 
volumétrica de 
probabilidade: 
volumes esféricos nos 
quais maior 
probabilidade volume 
mais “escuro” 
 
 
 

Observe a simetria 
esférica do potencial 
sendo reproduzida 
na probabilidade 
de estar em  todos os 
diferentes estados de 
mesma energia. 

 n=1EF 

n=23 diferentes primeiros 
 estados excitados 

n=39 diferentes  
segundos estados 
excitados 
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Veja mais em: http://www.itp.uni-hannover.de/~zawischa/ITP/atoms.html 
 

Modern Physics  - T. Thornton e Rex 

DENSIDADES VOLUMÉTRICAS DE PROBABILIDADE DO 
ÁTOMO DE  HIDROGÊNIO 
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Estados degenerados  em energia e momento 
angular  em um estado átomo de H 

(Schroedinger)  

 

1. Estado fundamental: n=1, =0  e m =0  (um estado s); “degenerescência”  
em energia  n2=1; degenerescência em L: (2+1)=1 

 

2. Primeiro estado excitado: n=2 

=0  e m =0 (um estado s); degenerescência  em L  2+1=1  

=1  e m =1; =1  e m =0; =1  e m =-1 (três estados p); degenerescência  em L  
2+1=3  

 

Quatro diferentes estados com mesma energia    degenerescência  em energia 
 n2=4 .  

 

3. Segundo estado excitado: n=3 

=0  e m =0 (um estado s); degenerescência  em L  2+1=1  

=1  e m =1; =1  e m =0; =1  e m =-1 (três estados p); degenerescência  em L  
2+1=3  

=2  e m =2;  =2  e m =1; =2  e m =0; =2  e m =-1; =2  e m =-2; (cinco estados 
d);  degenerescência  em L  2+1=5  

 

Nove diferentes estados com mesma energia   degenerescência na energia  
n2=9 .  
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A densidade radial  de probabilidade  

• Densidade radial de probabilidade é a 

probabilidade do elétron estar a uma distância 

entre r e r+dr, em relação ao núcleo no instante t, 

por unidade de dr: 

 

 

 

 

• Como chegar nela sabendo a densidade 

voluméatrica de probabilidade 
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A densidade radial de probabilidade 

dos estados do átomo de H  
• Densidade radial de probabilidade é probabilidade 

do elétron estar a uma distância entre r e r+dr do 

núcleo no instante t dividido por dr independente 

da direção do vetor posição, assim “se soma” a 

probabilidade para todas as direções: 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

• Os harmônicos esféricas  estão normalizadas  
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Figura d Modern Physics  - T. Thornton e Rex 

As funções de onda 
da parte radial Rn 
(à esquerda). 

A densidade radial 
de probabilidade  

( figuras à direita) 
probabilidade de o 
elétron estar a uma 
distância entre r e 
r+dr do núcleo por  
dr.  
 
 Compare com o raio 

de Bohr!  
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