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CAPIiTULO 1

RAI1zES DE FUNCOES DE
UMA VARIAVEL REAL

1.1 INTRODUCAO

Neste capitulo trataremos do problema geral de aproximar
uma solugdo para a equagdo f(x) =0onde f : R — R é uma
funcdo continua. Todos os métodos que apresentaremos sdao
iterativos e a fim de estudar sua eficiéncia computacional o
conceito de ordem de convergéncia é apresentado.

DEFINIGAO 1.1.1 (Raiz). Dizemos que x* € R é uma raiz de f se
f(x*) =0.

E ttil lembrarmo-nos de alguns fatos elementares do célculo
que sdo relevantes ao considerarmos o problema em questao.
Primeiro, é claro que a partir do teorema do valor intermedidrio
teremos a seguinte:
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FIGURA 1.1.1 — Ilustragdo da Proposigdo 1.1.2. O ponto x* na figura foi
obtido pelo método de bissecgao.

ProPOSIGAO 1.1.2. Seja f : R — R continua em [a,b] tal que
f(a)f(b) < 0. Entdo existe x* € (a,b) tal que f(x*) = 0.

Demonstragdo. A afirmacao decorre imediatamente do teorema
do valor intermediario ja que f(a)f(b) < 0 implica que ou
f(a) <0e f(b)>00uf(a)>0e f(b) <O. O

Esta proposigdo tem uma interpretacdo geométrica imediata,
ilustrada na Figura 1.1.1: 0 teorema do valor intermedidrio nos
diz que o grafico de uma fungdo continua deve poder ser dese-
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nhado sem que a “caneta seja retirada do papel”. Desta forma,
como f(a)f(b) < 0implica que os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) es-
tdo de lados opostos do eixo x, ao desenhar o gréfico da fungao
eventualmente cruzaremos a reta y = 0 e neste ponto teremos
a raiz. Observe que ndo hé garantias acerca da unicidade. Por
exemplo, na Figura 1.1.1 vemos dois tracados alternativos para
f onde temos duas ou trés solugdes. Obviamente um ntiimero
arbitrdrio delas é possivel.

1.2 ALGORITMO DE BISSECCAO

A idéia por trds do método de bisseccdao é diminuir suces-
sivamente o tamanho do intervalo onde sabemos existir uma
raiz. Com esta finalidade dividimos o intervalo original ao
meio e utilizamos a proposicdo 1.1.2 para decidir em qual das
metades podemos garantir a existéncia de uma solugdo. A for-
malizagdo deste procedimento resulta no método de bisseccéo,
Algoritmo 1.2.1.

Vejamos agora que o método de bisseccdo realmente estd
correto:

TeOREMA 1.2.1 (Método de Bisseccdo). O Algoritmo 1.2.1 para em
um niimero finito de passos cujo niimero mdximo é dado por

ko := [log2 b ; a—‘ —1,

e a sua saida estd correta de acordo com o alegado na se¢io correspon-
dente.

Demonstragio. Primeiro consideramos o comprimento dos in-
tervalos [ag, bx], que chamaremos de ¢, := (by —ax). E fa-
cil ver que €41 = €x/2 pois exr1 = (bgy1 — ax+1) pode
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Entrada: f: R - R,aebtaisquea <be f(a)f(b) <0ee > 0.
Inicializacdo:

ag =a; bo =b; xo = (ap+bo)/2; k=0;

Execugio:
enquanto (by —ay)/2 > €
se f(xx)f(ax) <0 Raiz em (a, x).
Ak = ag; b = xg;
sendo se f(x;)f(bx) <O Raiz em (xy, by).
A1 = X5 by = by
senao Raiz encontrada!
| retorna xj;
|k xg = (a4 by) /2;

retorna Xx;;
Saida: Retorna x; tal que |x* — x| < € onde f(x*) = 0 ou onde
f é descontinua.

ALGORITMO 1.2.1 — Bissecgdo

ser igual a [by — (ar + bx)/2] = (by —ax)/2 ou entdo valer
[(ax + b)/2 —ax] = (by —ag)/2. Desta forma, dado que
eo = (b—a), teremos ¢, = (b —a)/2~.

O algoritmo para quando €,/2 < € ou se f(x;) = 0. Caso esta
altima situagdo seja atingida para algum k < ko o teorema vale
trivialmente. Suponhamos entdo que isso ndo acontece. Assim,
precisamos garantir que €x,/2 < €, mas /2 = (b —a)/2¢!
entdo €,/2 < € vale se e somente se

b—a K b—a
- 17 7
2k+1§€<:>2 > c

@kZloga;a—l.
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Uma vez que ko é o primeiro inteiro que satisfaz esta desigual-
dade a primeira parte do teorema estd demonstrada.

Com relagdo a saida do algoritmo, observamos que o valor
retornado pelo método é xy,, o centro do intervalo [ay,, by, ]| cujo
comprimento é menor ou igual a 2e. Além disso, o algoritmo
garante que f(ag) f (bx) < 0 para todo k. Assim, se f for continua
em [ay,, by,] a proposicdo 1.1.2 garante a existéncia de uma raiz
x* € (ax,, by,) €, portanto, |xi, — x*| < e. Por outro lado, caso
f ndo seja continua em todo este intervalo entdo existe x* €
[ak,, bi,] onde f é descontinua, e para este x* sabemos que |x;, —
x*| <€, o que finaliza a demonstracao. O

O método de bisseccdo é muito robusto. Ele converge sem-
pre (em aritmética de precisdo infinita); mesmo que a funcdo
seja descontinua a convergéncia estd garantida. Mais que isso,
se nenhuma descontinuidade salta o eixo x entdo o método
continua convergindo para um zero da fungdo porque toda a
sequéncia de operac¢des depende apenas do sinal de f. Portanto,
mesmo quando a convergéncia é para uma descontinuidade esta
é relevante, pois ocorrerd num ponto onde a funcdo da um salto
através do eixo x.

Apesar de sua robustez, o algoritmo de bisseccdo converge
muito lentamente. Sua convergéncia é apenas linear, como vere-
mos em pouco tempo. Antes, porém, os conceitos de ordem e
razdo de convergéncia de uma sequéncia devem ser apresenta-
dos.

1.3 ORDEM DE CONVERGENCIA

Ao considerarmos uma sequéncia convergente {x;} com li-
mite x* é natural perguntarmos qudo rapido esta sequéncia con-
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verge, especialmente se ela tiver sido gerada por um algoritmo
e o seu limite for a solu¢do de algum problema que desejamos
resolver. Nestes casos um estudo da velocidade de convergéncia
é fundamental ao avaliarmos a complexidade computacional do
algoritmo.

A ferramenta que utilizaremos para avaliar a velocidade com
que uma sequéncia converge é a ordem de convergéncia, de
acordo com a definicdo a seguir.

DEFINIGAO 1.3.1 (Ordem e razdo de convergéncia estrita). Di-
zemos que a sequéncia {x;} C R converge para x* com ordem de
convergéncia p > 1 se existir uma sequéncia my > |x; — x*| tal que
o seguinte limite exista para c € R:
.m
lim kzl =
k

k—oo m

Alguns casos particulares merecem sua prépria denominagéo.
Quando p = 1ec € (0,1) a convergéncia é dita linear e c é a
razdo de convergéncia; se a convergéncia é linear com qualquer
razao ¢ > 0 dizemos que a convergéncia é superlinear. Quando
p = 2 a sequéncia apresenta ordem quadrdtica de convergéncia.

Devemos fazer alguns comentarios acerca da defini¢do acima.
O primeiro fato a ser notado é que nossa definigao é diferente
da adotada por muitos autores. Na maioria das vezes dita-se a
existéncia do limite

lim ‘xk+1 _x*‘ —

k—oo |Xg — x*|P ¢ (1)

Uma outra forma comum de definir ordem de convergéncia p
seria pela seguinte desigualdade, vélida para k grande o sufici-
ente:

| X1 — x| < clag — x*|P. (1.2)
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Esta dltima abordagem ja é mais geral do que (1.1, pg. 14),
mais continua insatisfatéria pois sequer poderiamos incluir nela
a nossa primeira andlise. Observe que para p = lec < 1
a defini¢do acima implicaria na monotonicidade da sequéncia
|xx — x*|, a0 menos para k grande o suficiente, mas ndo podemos
garantir que o algoritmo de bisseccdo satisfaca sequer 1.2.

De acordo com um exemplo encontrado em [? ], se o intervalo
inicial for [0,1] e tivermos uma tunica raiz em 3/5 podemos
verificar que o algoritmo da bisseccdo satisfaz |x,; — 3/5| >
|xp11 — 3/5| para todo I > 1. A razdo de tal fato deve-se a
representacdo de 3/5 na forma diddica

1 & 1
X = §+i§CiE’ c; = %1,

que no caso fica:

3 1. 1 1 1 1 1
5 274 8 16 32 64
Nao é dificil ver que a sequéncia x; gerada pelo algoritmo da
bissecgdo comegando com o intervalo [0, 1] consiste exatamente
nas somas parciais da representacdo diddica de x*. Uma vez
que a série diddica deste racional ndo é monétona, a desigual-
dade (1.2, pg. 14) ndo poderia valer.

1.3.1 ORDEM DE CONVERGENCIA DA BISSECGAO

TEOREMA 1.3.2. A sequéncia x = {x} gerada pelo algoritmo de
bissecgido converge com ordem linear e razdo igual a 1/2.

Demonstragio. Seja x* o limite da sequéncia gerada pelo algo-
ritmo. Uma vez que xi é o centro do intervalo [ay, U] e sabemos
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que x* pertence ao intervalo entdo é 6bvio que

bk — ay|
Xp — x| < ——— =
=27 =
Porém, ja vimos na demonstra¢do do teorema 1.2.1 que |by —
a| = (b—a)/25, logo my.q/my = 1/2. Isto mostra que m =
{my} tem convergéncia linear com razdo 1/2, o que demonstra
a afirmacao em vista da defini¢do 1.3.1. d

1.4 METODO DE NEWTON

Utilizando o método da bissecgdo dividimos por dois o estima-
dor para o erro de nossa aproximacado por iteragdo. Isto significa
que ganhamos um digito binario de precisdo de cada vez. Desta
forma para melhorar uma casa decimal na estimativa do erro
temos que efetuar log, 10 ~ 3.3 iteragdes; em computadores do-
tados de precisdo dupla com 52 bits na mantissa precisariamos
efetuar 52 iteragdes para encontrar a raiz com precisdo completa.

Por sua facilidade de aplicagdo e extrema robustez, o0 método
da bissec¢do pode servir para uso eventual, como na produgao
de uma ilustragdo (vide a Figura 1.1.1), ou onde pouca precisdo
for necesséria. Porém, quando se trata de incorporar o algoritmo
como parte de algum método numérico onde encontrar raizes é
uma rotina repetida centenas ou milhares de vezes a lentidao
do método de bisseccdo comega a tornar-se um incomodo.

Esta ultima afirmacdo torna-se ainda mais verdadeira quando
percebemos que ha métodos muito mais rdpidos do que o de
bisseccdo e que sdo apropriados para uma ampla gama de pro-
blemas. O primeiro destes métodos que apresentaremos é o



1.5 METODO DE NEWTON 19

método de Newton', que baseia-se na observac¢do de que o
problema f(x) =0 é igual a

Tf,f(x) + fm(X—X)nJrl — O,

onde T,{ " (x) é o polindmio de Taylor de grau 1 em torno de X
de f. Desta forma, se a raiz procurada x* estiver préxima de x
o segundo termo do lado esquerdo da igualdade serd pequeno
em x = x* e podemos tentar encontrar uma solugdo para T (x)
como uma aproximacgdo para o problema original.

Cada iteragdo do método de Newton é definida pela férmula
recursiva

T (xit1) = 0.

Esta equagdo pode ser escrita explicitamente:
f(a) + () (X1 — x6) =0

e resolvida de forma simples para xj1:

f(xk)

TR )

1.5 METODO DE NEWTON

Utilizando o método da bissecgdo dividimos por dois o estima-
dor para o erro de nossa aproximagao por iteragdo. Isto significa
que ganhamos um digito bindrio de precisdo de cada vez. Desta

Sir Isaac Newton praticamente dispensa apresentagdes. Um dos pais do
célculo, foi uma das mentes que mais influenciou o pensamento da humani-
dade em todos os tempos com suas teorias sobre 6tica e mecanica.
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forma para melhorar uma casa decimal na estimativa do erro
temos que efetuar log, 10 ~ 3.3 iteragdes; em computadores do-
tados de precisdo dupla com 52 bits na mantissa precisariamos
efetuar 52 iteragdes para encontrar a raiz com precisdo completa.

Por sua facilidade de aplicagdo e extrema robustez, o0 método
da bissec¢do pode servir para uso eventual, como na produgao
de uma ilustragdo (vide a figura 1.1.1), ou onde pouca precisao
for necessaria. Porém, quando se trata de incorporar o algoritmo
como parte de algum método numérico onde encontrar raizes é
uma rotina repetida centenas ou milhares de vezes a lentidao
do método de bisseccdo comeca a tornar-se um incomodo.

Esta dltima afirmacado torna-se ainda mais verdadeira quando
percebemos que hd métodos muito mais rdpidos do que o de
bissec¢do e que sdo apropriados para uma ampla gama de pro-
blemas. O primeiro destes métodos que apresentaremos é o
método de Newton?, que baseia-se na observagdo de que o
problema f(x) =0 é igual a

Tf,f(x) + m(x _E)n—i-l =0,

onde T} *(x) é o polindmio de Taylor de grau n em torno de X
de f. Desta forma, se a raiz procurada x* estiver proxima de x
o segundo termo do lado esquerdo da igualdade serd pequeno
em x = x* e podemos tentar encontrar uma solugdo para T (x)
como uma aproximagdo para o problema original.

Cada iteragdo do método de Newton é definida pela férmula
recursiva

T/ (x41) = 0.

2Sir Isaac Newton praticamente dispensa apresentagdes. Um dos pais do
célculo, foi uma das mentes que mais influenciou o pensamento da humani-
dade em todos os tempos com suas teorias sobre 6tica e mecanica.
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Esta equagdo pode ser escrita explicitamente:

F(x) + /() (31 — %) = 0

e resolvida de forma simples para xj1:

f(xx)

T Pl

Ha uma interpretagdo geométrica interessante para o método
de Newton. Dado um ponto xi, a préxima iteracdo fornecida
pelo algoritmo serd a interseccdo da reta tangente a funcdo f no
ponto (x, f(xx)) com o eixo x. Se a fungdo em questdo for suave
a aproximagdo linear tornar-se-a cada vez melhor conforme nos
aproximamos da raiz e o processo fica cumulativamente mais
preciso.

Desta forma, ndo é uma surpresa que as propriedades do
método de Newton sejam muito superiores as do método da
bissecc¢do. De fato, é o0 método mais rdpido que apresentaremos
para a solucdo de equagdes com relagdo ao critério de conver-
géncia assintdtica. Isto ndo significa que seja 0 método a ser
escolhido cegamente. Ha outros fatores a serem considerados,
dos quais o mais importante é a necessidade do célculo da
derivada, que fazem com que o método da secante, a ser apre-
sentado a seguir, torne-se um competidor a altura. Antes dessas
consideragdes praticas dediquemo-nos ao estudo preciso das
propriedades assintéticas do método.

1.5.1 CONVERGENCIA QUADRATICA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 1.5.1. Se X estiver proximo o suficiente de x* onde f(x*) =
0, f tiver duas derivadas continuas em um intervalo em torno da raiz
e f'(x*) # 0 entdo xy converge quadraticamente para x*.
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Entrada: f:R - R, xp € Ree > 0.

Inicializagdo:
f(x0)
X1 = X9 — ; k = ].,
f'(xo)
Execucdo:

enquanto |xy — xx_1| > €
f (%)
Xpy1 = Xg — ;
k+1 k f, (xk)
++k;
retorna Xxi;
Saida: Retorna um valor x; tal que |x* — x;| < € onde

fx) = 0.

ALGORITMO 1.5.1 — Método de Newton

Demonstragio. Consideremos o que ocorre, de uma iteragdo para
outra, com o erro no método de Newton. Denotemos ¢, =
X — x*
f(xe)
€k+1 = €k —
f'(xi)
!
_ef' () — f(xx)
f!(xk)
Agora suponhamos que xj pertenca ao intervalo em torno de
x* onde as hipé6teses de continuidade valem e esteja préximo

o suficiente de x* para que f(xx) # 0. Construimos entdo os
seguintes polindmios de Taylor em torno de x*:

62
f(xx) = f(x7) +exf (%) + Ekf//(gk)

2
€
= eef (x") + 51" (x7) + b,
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onde &, = [f" (&) — f"(x*)]/2

f'x) = f1(x") +exf” (m)
= f1(x7) +ef" (x") + exdy,
com & = " (nx) — f"(x*) e onde tanto ; quanto 77, pertencem

ao intervalo (xg, x*) (ou (x*, x¢)). Desta forma, denotando Ay =
d;, — Ok, temos

€2
enf (xx) — fx) = Ekf”(x*) + ¢ (6 — &)

= &2 <2f”(x*) + Ak> .
E dai
1/ ZA

Observemos entdo que como f” e f’ sdo continuas em torno
de x* e f'(x*) # 0, existe ¢ > 0 tal que o conjunto B, (x*) := {x |
x — x*| < o} esteja contido no intervalo em torno de x* onde f
é duas vezes continuamente diferencidvel e que para qualquer
Xy € By(x*) valham as seguintes desigualdades: |f'(xy)| >
1/2]f'(x*)| e |Ax] < 1/2. Para este 0, se xx € B,(x*) teremos:

1F7() 1

l€x1]| < ’ek’2
" f/(x*)]

Portanto, é claro que se escolhermos ¢ tal que, além das condi-
¢Oes acima, tenhamos

EACHIN
f7 () +1

o<
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entao
lexr1| < lex|C

onde C < 1 e, assim, xx;1 € By (x*). Isto permite que utilize-
mos (1.4, pg. 21) repetidamente e prova que {€;} — 0, ou seja,
{xx} — x* se xg € Bs(x*).

Para demonstrar que a convergéncia é quadrética utilizamos
(1.4, pg- 21) para obter

lim | X1 — %) — 1 |€k+1]
k—eo |Xp — X*[2 koo |€g|?
fl/(x*) + 2Ak
k—o00 2f/(xk)
1)
2[f"(x)]
igualdade que valera se € # 0 para todo k. Se este nao for o

caso entdo existe ko tal que €, = 0, ou seja, a convergéncia é
atingida num namero finito de passos. O

= lim

Nota 1.5.2. Se utilizarmos diretamente o polinémio de Taylor em
torno de x; podemos encontrar uma demonstragdo mais simples para
a convergéncia do método de Newton da seguinte forma:

0= f(x*) = f(xk) — ekf/(xk) + e]%f//(zgk).

A partir desta igualdade obtemos

f@ . fl)
N T P

Utilizando esta estratégia, porém, o cancelamento dos termos de
ordem inferior na diferenga €, f'(x;) — f(x¢), que aparece claramente
no inicio da demonstragdo fornecida, passaria sem ser notado. Este
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cancelamento € 1til na demonstragdo da convergéncia de outros algo-
ritmos e por isso esta prova mais longa, mas que segue um padrao
mais interessante, foi preferida.

1.6 METODO DA SECANTE

O método de Newton requer o célculo da derivada da fungao
em cada iteragdo. Em um sistema automatizado para a solugao
de equagdes isto requer a manutengdo de um subsistema de
manipulacdo simbdlica para o cdlculo de uma expressao para
esta derivada. Outra opgdo é exigir esta expressdo do usudrio.
Em ambos os casos héd problemas. Muitas vezes o cdlculo da
fungdo sera executado por uma “caixa preta” e uma expressao
simbolica para a fungdo pode simplesmente ndo estar disponivel
para ser diferenciada. Por outro lado, a exigéncia de que o
usudrio fornega a derivada pode ser infactivel quando a fungao
cuja raiz é desejada varia com muita frequéncia.

A solugdo padrado nesses casos é voltarmo-nos para o método
da secante. A idéia aqui é utilizar a reta secante a fungdo
passando pelos pontos (xx, f(xx)) e (xk_1, f(x¢_1)) como uma
aproximacao para a tangente em x; e proceder como no método
de Newton. A equagdo resultante para a iteragao fica:

Xk — Xg—1

Y =% F O ) )

Desta forma fica claro o papel da razao

f(xk) = f(xk-1)

Xk — Xk—1

como aproximagdo para f'(x;) e a relagdio com o método de
Newton. A formalizagdo do método pode ser vista no algo-
ritmo 1.6.1.
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Entrada: f:R =R, x0 € R, x; € Ree >0.
Inicializagdo:
X1 — X0

AR e e L
Execugio:
enquanto |xy — xx_1| > €
Xjy1 = Xk — f(xk)f(;:; :;szil);
++k;

retorna xy;
Saida: Retorna um valor x; tal que |x* — x| < € onde

fx) = 0.

ALGORITMO 1.6.1 — Método da Secante

Antes de proceder com a andlise do algoritmo da secante
nds precisamos fazer uma breve digressdo sobre sequéncias de
Fibonacci.

1.6.1 SEQUENCIAS DE FiBONACCI

DEFINIGAO 1.6.1 (Sequéncia de Fibonacci). Uma sequéncia {x;} é
uma sequéncia de Fibonacci quando seus termos satisfazem:

X2 = Xg41 + Xk

Nao é dificil ver que quaisquer dois termos consecutivos deter-
minam completamente a sequéncia pois a partir deles podemos
calcular os termos seguintes e deduzir os anteriores. Portanto,
ndo ha ambiguidade em denotar por F,; a sequéncia de Fibo-
nacci com xg = a e x; = b. Utilizando este fato é ficil mostrar
que quaisquer dois termos determinam unicamente a sequéncia.



1.6 METODO DA SECANTE 27

Langando mdo de um truque bastante utilizado para analisar
férmulas de recorréncia podemos encontrar uma férmula geral
para o termo destas sequéncias, conforme a proposicdo a seguir.

PROPOSIGAO 1.6.2. Os termos de uma sequéncia de Fibonacci {x;}

sdo dados por
k k
1+5 1-+5
72 ) TPl

onde w e B podem ser determinados a partir de quaisquer dois termos
Xk, € Xk, (ki # kz) da sequéncia pelo seguinte sistema linear de
equagoes:

() () (o) o),

() () W7

Demonstragio. Primeiro imaginemos que exista um ntimero real
p tal que {p"} seja uma sequéncia de Fibonacci. Isto ocorre
se e somente se p"*! = p" + p"~l. Se excluirmos a solugdo
trivial p = 0 podemos dividir ambos os lados por p"~! e obter a
equacdo do segundo grau

pP—p-1=0,

cujas solugdes sdo

S
S

1+
(P_ 2 € q)_ 2

Assim conseguimos duas sequéncias de Fibonacciy = {y} =
{¢F} e z = {z;} = {¢*}. Da definicao, é facil ver quesey e z
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sdo sequéncias de Fibonacci entdo ay + fz também é pois
ayk + Pz = (Y1 + Yk—2) + B(zk—1 + zx—2)
= AYk—1 + Pzr—1 + &Yk + Pzi—2.

Dados dois termos x, e xy, basta entdo resolver o sistema

(sz gokz B Xka
para que x = ay + Bz seja uma sequéncia de Fibonacci com os
termos desejados. Este é o sistema da proposicado, resta mostrar

que ele ndo é singular, mas isto é facil dado que o determinante
da matriz é

P = ghet = (pp)" (9" 0 — g ) L0 O

Apbs estas preliminares podemos proceder para a analise do
método da secante.

1.6.2 CONVERGENCIA DO METODO DA SECANTE

TEOREMA 1.6.3. Se X e x1 estiverem proximos o suficiente de x* onde
f(x*) =0, f tiver duas derivadas continuas em um intervalo em torno
da raiz e f'(x*) # 0 entio xy converge com ordem (14 +/5)/2 ~
1.62 para x*.

Demonstragido. Denotemos €, = x; — x*. Comecamos estimando
f(x¢_1) pelo polindmio de taylor em torno de x;:

fxx-1) = fxx) + £/ (x) (ex—1 — €x)

€1 — ek)zl

L)
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onde v € (xx_1,xx) (ou (xg, x¢_1)). Desta forma temos

X — Xk—1 €k — €k—1

f(xk) _f(xkfl) B f’(xk)(ek — €k,1) — %(Gk - €k,1)2

e, portanto,
X — Xj—1 . 1
) = flao1) — f'(a) + L7 () (€1 —ex)

A iteragdo agora pode ser escrita como:

B f(xx)
F/ (i) + 2 f" (ve) (ex-1 — e)
que claramente remete a uma iteracdo de Newton aproximada.

Procedendo como na anélise do método de Newton reescreve-
mos esta equagdo:

ex[f/ () + 2f" (vic) (-1 — ex)] — f(x)
f'(xi) + 5" (i) (€1 — €x) '

Em (1.3, pg. 21) avaliamos a diferenca e;f’(xx) — f(xx); utili-
zando aquele resultado e as mesmas notagdes teremos

oo S () = () + 28] + e f" (v)
T ) + v (e — &)

Denotando3 A}, = f”(x*) — f"(vk) + 2A temos a forma mais
compacta

€k+1 = €k

€k+1 =

c e €kA;< + €k_1f/,(1/k)
TR () + () (et — €x)”

3Reveja a férmula (1.3, pg. 21) a pagina 21 e a discussao precedente para a
definicdo de Ay.

(1.5)
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Ja assumimos implicitamente, ao utilizar as expansdes de
Taylor acima, que xi e x;_1 pertencem ao intervalo em torno da
raiz onde as derivadas sdo assumidas continuas. Agora notamos
que tomando eles préximos o suficiente de x* podemos tornar
a fragdo no lado direito da igualdade acima tdo pequena, em
modulo, quando queiramos e, portanto, teremos

l€xr1| = |ex|C

onde 0 < C < 1 e, portanto, {e;} — 0 e |ex11| < |ex/, logo
|€k+1/€k‘ <1
Retomando (1.5, pg. 27) temos:
e )

€ra1 = €1€ k1
LTS )+ () (e —€r)”

Denotemos

SN+ (k)

— €k-1
2f"(xe) + f" (vic) (€1 — &)’
assim, uma vez que |ex;1/€x] < 1 e {ex} — 0 implica que

{8 = 0, {f"(w)) — f'(x") e {f'(x)} — f'(x7) temos
limy oo ek = f(x*)/(2f'(x*)), ou seja:

lim Skl f”/(x’;)‘
k—oc0 €€r_q 2f (x )

Ck

Como {ci} é convergente, existe um limitante ¢ > ¢, para
todo k. Desta forma teremos

lexs1| < clex||ex—1],

ou seja,
clex+1| < clex|clex—1].
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Entdo denotamos ¢, = c|ex| que, portanto, satisfaz

€k1 < Ek€k—1-

Agora escolhemos uma base 8 e escrevemos os termos iniciais
como gy = B e e; = B°. Entdo ey < poTe e em geral ;1 <
Becte-1, logo os expoentes seguem uma sequéncia de Fibonacci.
Denotemos por zj o k-ésimo termo desta sequéncia:

: P
cler] < B* = lex| < o T e

Basta entdo estudarmos a sequéncia {my} para verificar seu
comportamento assintotico.
Sejam ¢ = (1++/5)/2 e ¢ = (1 — +/5)/2. Entéo teremos

.om . chpE 1y _
lim —* = lim P _ ¢! lim & %1,
k—00 mf | ko cBP#— k—o0

Avaliemos o limite no expoente:
lim (2 — ¢z 1) = lim (g + Bgk — plagh ™! + pgt ™)),
k—o0 k—oo
portanto
lim (z — pz¢_1) = lim Bo* (9 —p) =0,
k—o0 k—oc0
porque |¢| < 1. Notando que ¢ — 1 = —¢ temos:

. m _
lim —X =9, O

k— ¢
© My



32 CariturLo 1 — Raizes DE FUNGOES

NoTA 1.6.4. Ha uma férmula interessante para a iteragdo do método da
secante em termos de diferencas divididas. Para obté-la simplesmente
manipulamos a equagdo da iteracdo do algoritmo:

€41 = €k — f(xk)f—(xq; — St
k) — f(xk-1)
_ fOer — f(xp—)ex — f(xp)er—1 + f(xx)ex
fxe) = f(x-1)
~ e 1f(xk)/€k — f(xk1)/ €1
- fQxx) = fxg-1)
f[xkfll X*, xk]
flxe—1, ]

= €k€k-1
Onde usamos o operador de diferencas divididas definido pela recursdo

f[xl,...,xn] = f[xz""’x"] _f[xll"'/xn—l]

Xn — X1

com a base recursiva dada por

flx] = f(x).

Esta férmula estd em pleno acordo com os nossos resultados, o
que podemos confirmar utilizando o teorema do valor médio para di-
ferengas dividididas que, se a fungdo em questdo for suficientemente
continuamente diferencidvel, afirma que teremos

fM ()

n!

flxo, ..., xn] =
com ¢ € (min{xy,...,x,}, max{xy,..., x4 }).

Nora 1.6.5. Caso desejemos estudar a sequéncia {|e;|} diretamente,
ao invés de {my} ainda é possivel mostrar a convergéncia de {y;} =
{lex]/|€x—1|?} (veja [? ]). Porém, mesmo sem demonstrar a existéncia
do limite, se apenas supusermos que ele existe, podemos calcular o
seu valor y*.
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Lembrando que 1/¢ = ¢ — 1 teremos

el o leal el o —1s¢
Tt = o = Fle b1 ~ Kjg[176 — W

Entado concluimos que
¢ _
Ye+1Yr = Ck-
Portanto, aplicando limites teremos

it _ OO L avye 1G] e ()]
TR 27 T T 2]
Logo, se o limite existir teremos
-9

o el [ £160)
e fexl? | 277()

Para todos os efeitos praticos nosso resultados sdo satisfatérios pois
o limitante ¢ na demonstracdo do teorema de convergéncia do método
da secante pode ser feito tdo proximo de |f”(x*)/[2f'(x*)]| quanto
desejarmos, desde que seja maior. Na pratica isto significa que a razdo
assintética observada sera realmente no minimo | (x*)/[2f (x*)]|}/¢.

1.7 EXERcicIOS

1.7.1

Explique como utilizar um método que encontra solucdo de
equagdes da forma f(x) = 0 para calcular /a onde n é um
inteiro positivo e a um real ndo negativo;

1.7.2

Como ficam as iteragdes do método de Newton para o pro-
blema abordado no exercicio anterior?
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1.7.3
Explique a origem da relacdo
_ log iy

- 1 | —x*|
0 A !
8 T 1—x"]

q

onde {x;} é uma sequéncia que converge para x* tal que

lim ‘Xk+1 _x*‘ —
k—eo | — x*[1

c.
1.7.4

Utilize a férmula aproximada para g dada no exercicio ante-
rior a fim de estimar a ordem de convergéncia dos algoritmos
de Newton e secante quando aplicados ao problema do exerci-
cio 1.7.1. Os valores obtidos pela implementa¢do computacional
correspondem a teoria?

1.7.5

Implemente o método de Newton e o utilize para encontrar o
valor de 7t com 15 casas decimais e estime a ordem de conver-
géncia g utilizando as seguintes euqgdes e partindo de xo = 3:

* 1+ cos(x) =0;
e sen(x) = 0.

Explique os resultados obtidos a luz da teoria de convergéncia
do método.
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1.7.6

Repita o exercicio anterior com o método da secante.
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CAPriTULO 2

SOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES

2.1 INTRODUCAO

Um sistemas de equagdes lineares é uma colecdo de equagdes
da forma

a1x1 4+ apxy A+ - 4+ apaXxy = by
ap1X1 + axpxo 4+ - 4+ dyuxy, = by
. (2.1)
A, 1X1 + Am,2X2 + - + AmnXn = bm
onde os termos a;; e bj comi = 1,...,mej =1,...,n sdo

constates do problema. Por solugdo entendemos um conjunto de
ndameros X1, ..., X, tal que todas as equagdes do sistema sejam
satisfeitas.

Podemos denotar o sistema de equagdes de forma mais com-
pacta se utilizarmo-nos da élgebra usual de matrizes da seguinte
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forma:
Ax =b. (2.2)

Nesta equagdo, a matriz A € R™*", que denominaremos matriz
associada ou matriz de coeficientes do sistema, seria entdo dada’

por

a1 a2 - Al

a1 A2 -+ dogp
A= [ai]'] =

am,l am,Z tr am,n

e os vetores x € R"™ e b € R" seriam

X1 bl

X2 bz
X = e b=

X b,

O leitor deve se acostumar com a notagdo compacta da
forma (2.2, pg. 36) o quanto antes pois utilizaremos a mesma
sempre que possivel. Note que as operagdes usuais entre matri-
zes e vetores implicam que Ax = b seja exatamente equivalente
ao sistema original (2.1, pg. 35). A equagdo matricial, quando
descrita através de suas componentes, exibe as varidveis de pé
ao lado da matriz de coeficientes:

a1 @ o a1 | [x by
a1 @2p - Ayn| | X2 by
Am1 Am2 - Gmn Xm bn

'Por simplicidade, manteremos a discussdo no campo dos reais, mas todos
os algoritmos que proporemos podem ser utilizados sem modificagdes com
coeficientes e incégnitas complexas.
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A primeira pergunta que surge a mente é sobre a existéncia de
solugdes para um sistema linear. Logo em seguida, desejamos
saber qual seria o possivel niimero dessas solugdes. Esta segunda
pergunta é, na realidade, mais facil de ser respondida do que a
primeira, conforme a proposicdo a seguir mostra.

ProrosigAo 2.1.1. Um sistema de equagdes lineares possui uma,
nenhuma ou infinitas solugoes.

Demonstragdo. Se existir um ndmero finito maior do que um de
solugdes podemos escolher duas delas quaisquer, que denotare-
mos por x e y. Se ambas resolvem o sistema podemos mostrar
que z, := (1 — a)x + ay também é solugdo para qualquer « € R
pois

Azy =A[(1—a)x+ay] = (1 —a)Ax + aAy
=(1—a)b+ab=0>.

Agora escolhemos a1 # ap quaisquer e notamos que z,, 7 Za,
pois
Zoy — Zay = (1 —a1)x + a1y — (1 —an)x — apy
= a1(y — x) — aa(y — x)
= (11 —a2)(y — x).
Esta quantidade é diferente de zero pois x # y e a1 # an.

Assim, para cada & € R temos uma solucéo z, diferente, ou seja,
infinitas delas. O

A discussdo sobre as condigdes para a existéncia de uma tinica
solugdo serd postergada para um momento mais adequado, pois
trataremos dela construtivamente, partindo de métodos para a
obtenc¢do da mesma.
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Exercicio 2.1.1. Qual é a menor dimensao para a qual podemos
encontrar as trés situa¢des descritas na Proposicdo 2.1.1?

2.2 SOLUCAO DE SISTEMAS TRIANGULARES

Por enquanto fixaremos nossa aten¢do em sistemas quadrados,
ou seja, em sistemas cujas matrizes associadas possuem um
ndmero igual de linhas e colunas. Além disso, na presente
secdo trataremos de um tipo especifico de sistema lineares cujas
solugdes sdo faceis de encontrar.

Uma matriz U € R"*" é dita triangular superior quando é da
forma

Uig Uiz u13 - Uiy

Upp U3 -+ Uy

U= uzsz -+ Uzn
L Unn |

Nesta notacdo, espagos em branco significam que os coeficientes
correspondentes da matriz valem 0.

DEFINICAO 2.2.1 (Matrizes e Sistemas Triangulares Superiores e
Inferiores). Uma matriz R"™*" 5 U = [u, ;] é triangular superior
quando j < i = u;j = 0. Se um sistema linear tem uma matriz
associada triangular superior, tal sistema também e dito triangular
superior.

De forma semelhante, um sistema ¢ triangular inferior quando sua
matriz R"™" > L = [l;;] for triangular inferior, ou seja, se j > i
implicar em 1; j = 0.

Estudaremos aqui o caso triangular superior e o leitor serd
instado a encontrar o algoritmo para o caso triangular inferior
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Entrada: [u;;] = U € R"*" triang. sup.; b € R".
Execugio:
parai=mn,...,1

b=0b;i — i wijxj;
se u;; 75 0
| xi=b/u;
sendo se b ==
aviso: “Infinitas solugdes detectadas!”;
xi =0;
senao
| erro: “Sistema sem solugdo!”;

Saida: x € R" solugdo do problema ou um erro alertando para
a inexisténcia de solugdes.

ALGORITMO 2.2.1 — Substituicdo Reversa

nos exercicios. Em sistemas triangulares, podemos ver que
sempre temos uma das equagdes que pode ser resolvida de
forma trivial.

No caso superior, a tltima equagdo nos fornece de imediato
o valor para x;,, que seria dado por (desconsideremos, no mo-
mento, a possibilidade de u, , ser nulo) x, = b, /u,,. Em geral,
a linha i de um sistema triangular superior permite resolver
para a variadvel x; desde que x;.1,...,x, sejam conhecidas pois
teremos, dado que u;; = 0 para j < i:

n n
Z Ujixj = b, & Zui/ij = b;

j=1 j=i

n
= Ui iX = bi — Z ui,]'x]'.
j=i+1
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A solugdo desta tltima equagao para x;; € trivial quando u;; # 0.
Se u;; = 0 temos duas opgdes: se o lado esquerdo da igualdade
for ndo nulo, nédo serd possivel resolvé-la. Caso o lado direito
seja igual a zero, temos infinitas solugdes pois qualquer escolha
para x; serve. Formalizando temos o Algoritmo 2.2.1.

2.3 ELiMINAGAO GAUSSIANA

O algoritmo de elimina¢do Gaussiana resolve um sistema
linear mais geral transformando-o em um sistema triangular
superior equivalente. Um exemplo expde melhor o principio
basico do método. Imaginemos que temos o seguinte sistema:

X1 1
X2 2
X3 3
X4 4

—_ =
—_ W N e
O = W=
O Wk =

Note que se subtrairmos a primeira equacdo de todas as subse-
quentes, eliminaremos a dependéncia das equagdes na variavel
x1. Dessa forma, ficaremos com o sistema equivalente:

11 1 17[x 1
01 2 3| |x|l |1
02 3 2| |x| |2
00 -1 -1 |xa 3

O sistema inicial foi escolhido para tornar as coisas mais faceis,
mas a ideia deve estar se tornando clara. Agora, tratamos
de eliminar a dependéncia de x; nas equagdes subsequentes a
segunda linha. Como a tltima equagdo ja ndo depende de x;,
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basta subtrair o dobro da primeira linha da segunda:

11 1 17[xn 1
01 2 3| x|l |1
00 -1 —4 | |x]| |0
00 -1 -1 |x 3

Por fim subtraimos a pentltima igualdade da dltima equagéo:

11 1 17[n 1
01 2 3| x|l |1
00 -1 -4 |xs] |0
00 0 3] |x 3

Desta forma, podemos aplicar o Algoritmo 2.2.1 e encontrar
a solugdo. Primeiro, x4 = 3/3 = 1; na sequéncia temos x3 =
[0—(—4x1)]/—1 = —4; logo depois x, = [1 — (2 x —4+3 X
1)]/1=6;porfim, x; =[1—(1x6+1x—-4+1x1)]/1=-2.
Ou seja:

11117[-2 1
123 4 6| |2
13 43| |-4]" |3
1100 1 4

Portanto, a ideia é anular entradas da matriz de coeficientes
sem alterar a solucdo do sistema linear de forma a obter no fim
um sistema triangular superior equivalente ao sistema original.
Isto é feito subtraindo miltiplos da linha i de A das linhas
{i+1,i+2,...,n} de A com o intuito de anular os elementos
{@i414,ai424,...,a,,;} da matriz de coeficientes do sistema. Caso
os coeficientes das colunas {1,2,...,i — 1} das linhas i sejam
nulos, isso ndo alterard zeros eventualmente existentes nessas
colunas ao fim de todas operagdes. Observe que o valor correto
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Entrada: [a;;] = A € R"™"; b € R".
Execugio:

parai=1,2,...,n
parak=i+1,i+2,...,n

seda;; == 0
| erro: “Erro na eliminagao!”;
W< agi/ai;

paraj=i,i+1,...,n
L Akj < Ak,j — &4 j;
L bk = b — ab;;
Utilize o Algoritmo 2.2.1 para encontrar a solugdo de Ax = b;
Saida: x € R" solugdo do problema ou um erro alertando para
problemas na eliminagao.

ALGORITMO 2.3.1 — Eliminacdo Gaussiana: Solugdo de Sistemas Linea-
res

pelo qual multiplicar a linha i antes de subtrai-la da linha k a fim
de zerar o elemento ay; é ax;/a;;. A formalizagdo da sequéncia
de passos utilizadas para resolver um sistema linear utilizando
eliminagdo gaussiana é dada no Algoritmo 2.3.1.

Para melhor ilustrar essa sequéncia de operagdes, utilizaremos
um esquema para visualizagdo das entradas da matriz que sado
alteradas a cada passo. Um + representara coeficientes que nao
foram alterados desde a etapa anterior da eliminagdo, um x
coeficientes que foram alterados, um 0 ird representar coefici-
entes que acabaram de se tornar nulos e um espaco em branco
representard elementos que ja eram nulos anteriormente. Visu-
alizada dessa forma, a elimina¢do gaussiana para uma matriz
5 x 5 produz a seguinte sequéncia de operagdes (incluindo a
matriz original):
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2.3 EriMINAGAO GAUSSIANA

+ X X X X + + X X X + + + X X
[ [ [ I [

_12345_ 12345_ 12345. _12345 _12345_
R R K xR PR e R s R 2R K8 K8 xR 2 R K8 8 =X R R K xR
4+ +++  FXXXX A +EXXX  F+F+ XX+ 4+ X
++4+++ FXXXX +H+XXX +4++XX +4+++0
+4++++ FXXXX F+XXX F+4+o00 A+ ++
+++++ +XXxXx ++o0o0o0 ++ + +

+oocoo + + +
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2.4 ExErcicios

2.4.1

Aplique a eliminagdo gaussiana ao sistema

11117 [x 1
1100 |x| |4
1 34 3| |x3] |3
123 4| |x 2

Qual a solucédo desse sistema? Por que o método falhou?

2.4.2

Defina apropriadamente um sistema triangular inferior e des-
creva um método para a solugdo desse tipo de sistema linear.

2.4.3

Um sistema por bandas satisfaz, para algum b muito menor

do que n, |j —i| > b = a;; = 0. Descreva um método de

solucdo eficiente para esse tipo de sistema. Note que tanto a eli-

minagao como a substituigdo reversa precisam ser especialmente
pensadas para essa situacao.

2.5 ELIMINACAO GAUSSIANA COM
PIVOTEAMENTO PARCIAL

A essa altura ja deve ter sido possivel notar que o método da
eliminagdo gaussiana apresentado na secdo anterior ndo é capaz
de resolver todo sistema linear que possui uma tnica solugéo,
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o que é um problema grave, ao menos em tese. Por exemplo, o

sistema simples
0 1] (x| |1
1 0| |x] |1

faz com que o método de eliminagdo gaussiana falhe j& nos
primeiro passo pois 411 = 0. Em geral esse tipo de falha ocorre
sempre que a;; se anula no passo i do lagco mais externo do
método.

Uma solugdo para esse tipo de problema é fazer um pivotea-
mento, ou seja, mudar a ordem das equagdes no sistema para
que o “pivd”, isto é, o elemento a;; ndo seja nulo no principio de
cada passo do laco exterior do algoritmo. Ha diversas formas
de se conseguir esse efeito, uma das quais resulta no algoritmo
conhecido como eliminagdo gaussiana com pivoteamento parcial.
Neste método, no passo i do lago externo do algoritmo a linha I
com I € {i,i+1,...,n} tal que |ay;| = maxjc(j i1, nyla| € per-
mutada com a linha i. Dessa forma, o método somente falha se
todos os elementos a;;, 411, . . .,a,,; forem nulos, o que significa
que colunas 1,2, ...,i sdo linearmente dependentes (pois sdo i
vetores com apenas as primeiras i — 1 componentes diferentes
de zero).

Talvez a primeira ideia que venha & mente seja simplesmente,
no caso em que 4;; seja nulo, procurar pelo primeiro a;; # 0
e fazer a permutacdo entre a linha onde isso ocorre e a linha
i. Entretanto, o custo computacional do pivoteamento parcial
descrito no pardgrafo acima é minimo comparado ao restante
das operagdes executadas pelo algoritmo e ele possui a proprie-
dade adicional de tornar o método menos susceptivel a erros de
arredondamento mesmo nos casos em que o o algoritmo sem
pivoteamento ndo falharia.
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2.6 ExErcicios

2.6.1

Aplique a eliminacdo gaussiana com pivoteamento parcial ao
sistema

1 111 X1 1

1 1 00 o | 4

1 3 4 3 x3| | 3

1 2 3 4 X4 2
2.6.2

Implemente o método da substituicdo reversa e os métodos de
eliminagdo gaussiana e eliminagdo gaussiana com pivoteamento
parcial. Teste suas implementagdes para sistemas aleatdrios de
tamanho 300 x 300 ou maior e

* megca a diferenca relativa entre o tempo de execugdo dos
algoritmos

e calcule para os dois métodos o valor de ||[Ax — b||

repita esse experimento algumas vezes e analise os resultados.
Quantas vezes a eliminacdo gaussiana sem pivoteamento falhou?

2.7 FatoragAo PA = LU

Caso determinados coeficientes obtidos durante eliminagéo e
a ordem das permutagdes de linhas forem armazenados apro-
priadamente, o algoritmo de eliminagdo gaussiana com pivo-
teamento parcial é capaz de fornecer uma fatoracdo da forma
PA = LU onde P é uma matriz obtida através de permutagao
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das linhas da matriz identidade, A é a matriz original, L é uma
matriz triangular inferior com os elementos da diagonal igual a
1 e U é uma matriz triangular superior.

Ha diversas utilidades para uma fatoragdo desse tipo. Por
exemplo, suponhamos que seja necessario resolver diversos
sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes mas com
distintos lados direito. De posse de uma fatoragdo PA = LU, um
sistema na forma Ax = b pode ser subsituido pelo equivalente
PAx = Pb. Note que o efeito de pré-multiplicar ambos os lados
por P é o de trocar linhas do sistema. Desta forma, vemos que o
sistema equivale a LUx = b e esse sistema pode ser resolvido
em dois passos que envolvem somente a solugdo de sistemas
triangulares:

Ly =Pb
Ux =y.

Outra aplicagdo é no célculo de determinantes. Uma vez que
det(LU) = det(L) det(U), temos

det(P) det(A) = det(PA) = det(LU) = det(L) det(U).

Além disso, sabemos que det(P) = %1, e o valor é —1 se houve
um ndmero impar de permutagdes a partir da identidade para
chegar em P e 1 caso contrario. Também é conhecido o fato
que o determinante de uma matriz triangular é o produto dos
elementos de sua diagonal. Como os elementos da diagonal de
L sdo todos 1, temos

det(P) det(A) = det(U).

Ou seja, det(A) = det(P) [T ui ;.
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O algoritmo que computa a fatoracdo PA = LU ¢ a eliminacao
gaussiana com pivoteamento parcial, desde que troquemos as
linhas de P, partindo de P = I, conforme os pivoteamentos
sdo efetuados e que amazenemos os fatores «a calculados pelo
método na posicdo correspondente de L. O Algoritmo 2.7.1
detalha as operagdes necessdrias.

2.8 EXERrcicios

2.8.1
Calcule a fatoragao PA = LU de
1111
1100
A= 1 3 4 3
1 2 3 4
2.8.2

Implemente um algoritmo para calculo da fatoragdo PA = LU.
Nesta implementacdo, represente a fatoragdo na forma compacta
em que, ao longo da execugdo do algoritmo, as entradas de L sdo
armazenadas na parte trinagular inferior da matriz A enquanto a
matriz U é armazenada na parte trinangular de A. Faca também
com que a matriz P seja representada por um vetor p inicializado
como p = (1, 2,..., n)T que terd suas entradas permutadas em
vez de permutarmos as linhas de uma matriz.

2.8.3

Aplique o algoritmo do exercicio anterior para criar um pro-
grama que calcule a inversa de uma matriz ndo-singular.
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2.8.4

Um sistema por bandas satisfaz, para algum b muito menor
do que n, [j —i| > b = a;; = 0. Descreva um método de
eficiente para célculo da fatoracdo A = LU para esse caso (note
a auséncia da matriz de permutacado, ou seja, o algoritmo é sem
pivoteamento — por qué?).
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Entrada: [2;;] = A € R"™"; b € R".
Execucdo:

parai=1,2,...,n

Encontre I € {i,i+1,...,n} tal que:

apil = max |a;

L 1€{i,i+1..m}) o
Troque a linha I de A com a linha i de A
Troque os valores de b; e b;
parak=i+1,i+2,...,n

sea;; ==20
| erro: “Erro na eliminagdo!”;
a < ag;/a;;

paraj=i,i+1,...,n

L Akj < Ak,j — &djj;
L bk = b — aby;
Utilize o Algoritmo 2.2.1 para encontrar a solugdo de Ax = b;
Saida: x € R" solugdo do problema ou um erro alertando para
problemas na eliminagao.

ALGORITMO 2.5.1 — Elimina¢do Gaussiana com Pivoteamento Parcial:
Solucédo de Sistemas Lineares
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Entrada: [a;;] = A € R"™".

FacaL <+ 0

FacaU + A

Faca P <1

Execucdo:

parai=1,2,...,n

Encontre I € {i,i+1,...,n} tal que:

uril = max Uj ;
|t le{i,i-ﬁ-l,...,n}’ Lil

Troque a linha I de U com a linha i de U
Troque a linha I de L com a linha i de L
Troque a linha I de P com a linha i de P
parak=i+1,i+2,...,n
seu;; ==0
| erro: “Erro na fatoragdo: matriz singular!”;
lei <= Uki/ Wi
paraj=i,i+1,...,n
| Uy ukj — leidig;

F;ga lij=1paraie {1,2,...,n}.
Saida: P, L, U tais que PA = LU ou mensagem de erro
alertando que a fatoragdo é impossivel.

ALGORITMO 2.7.1 — Fatoracdao PA = LU
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CAPITULO 3

INTERPOLACAO POLINOMIAL

3.1 INTRODUCAO

Por interpolagdo entendemos a estimac¢do de uma fungdo
a partir de amostras pontuais de forma que o erro se anule
nos pontos amostrados. Por exemplo, dada uma tabela de
logaritmos, como estimar o valor de log x quando x ndo é um
dos pontos tabelados? Mais geralmente, dado o valor de f :
R — R no conjunto X = {xo,...,Xx,}, procuramos p(x) que
forneca uma estimativa para o valor de f(x). Como sabemos o
valor de f nos pontos, é natural exigirmos p(x;) = f(x;) para
i =0,...,n. Seuma fungdo se iguala a f em todo x € X dizemos
que ela interpola f nos pontos de X.

No restante deste capitulo estudaremos polindmios interpola-
dores. Veremos que, se definidos com o grau apropriado, eles
sempre existem e sdo tnicos. Fazemos isso e partimos simulta-
neamente para o estudo métodos praticos para a obtengdo e uso
do polindmio interpolador.
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Basicamente, o problema de interpolagdo polinomial sera re-
solvido em duas etapas, mais uma terceira opcional. Primeiro
desejamos construir o polindmio interpolador a partir do con-
junto de dados; depois desejaremos avaliar o polindmio obtido
em um dado ponto x; por fim podemos precisar incluir mais um
ponto na interpolagdo, ou seja, atualizar o polindmio interpola-
dor. Apresentaremos os métodos de Lagrange, especialmente
em suas encarnagdes baricéntricas, e o de Newton. As trés etapas
(construcdo, avaliacdo e atualizagdo) de ambos serdo discutidas.

Apés apresentar as metodologias discutiremos o erro em
que incorremos ao aproximar uma fun¢do por um polindmio
interpolador, o fendmeno de Runge, os pontos de Chebyshev
e a forma que assume o polindmio interpolador nesses pontos
sob a representagdo baricéntrica.

Por fim serdo apresentadas notas bibliogréficas para o leitor in-
teressado em se aprofundar no assunto, como por exemplo onde
encontrar uma discussdo acerca da estabilidade dos métodos.

3.2 O PoLINOMIO INTERPOLADOR

DEFINICAO 3.2.1. Dado um conjunto de n + 1 pontos distintos X =
{x0,...,x,} dizemos que p(x) é o polindmio interpolador de f em X
se p(xi) = f(x;) parai=0,...,ne p tem um grau menor ou igual a
n.

E mais facil mostrar que o polindmio interpolador existe cons-
truindo o mesmo. Para tanto, seja X = {x0,...,x,} e considere
os seguinte polindmios, com i = 0,...,n:

(i(x) = (x—xo)...(x—xl-,l)(x—xiﬂ)...(x—xn)‘ (3.1)

(xi —x0) ... (x; —xi-1)(x;i — xi41) - -« (xi — xn)
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Entdo vemos que ¢; possui grau n e também que

ti(x;) = {O se i#]

1 se i=j

Uma vez que para todo i o termo ¢;(x) é um polindmio de grau
igual a n o seguinte polindmio possui grau menor ou igual a n:

p(x) := f(x0)lo(x) + f(x1)la(x) + - -+ f(x0) ln ().

Pela forma como foi construido, é bastante claro que p(x;) =
f(x;), ou seja, p(x) é o polindmio interpolador. Em geral pode-
mos estabelecer o seguinte resultado:

PROPOSIGAO 3.2.2. Dados n + 1 pontos distintos xo, ..., x, e n+1
valores quaisquer fo, ..., fu, existe um polindmio p(x) de grau menor
ou igual a n tal que p(x;) = fiparai =0,...,n.

Demonstragio. Simplesmente tome p(x) =Y.' fili(x). O

Para que a Definigdo 3.2.1 esteja correta (note que ela define
“o polindmio interpolador”, ndo “um polindmio interpolador”),
é preciso mostrar que este polindmio é tinico, conforme a seguir:

PROPOSIGAO 3.2.3. O polindmio da Proposigdo 3.2.2 é inico.

Demonstragio. Sejam dois polindmios quaisquer p(x) e q(x) de
grau menor ou igual a n que satisfagam p(x;) = q(x;) = f; para
i=0,...,n Entdo r(x) := p(x) — g(x) também é um polindmio
de grau menor ou igual a n que satisfaz r(x;)=0,i=0,...,n.
Entretanto, um polindmio com 7 + 1 raizes ou é identicamente
nulo ou possui grau maior ou igual a n + 1, de onde concluimos
que r(x) =0, ou seja, p(x) = q(x). O
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As proximas se¢des dedicam-se a estabelecer metodologias
para o cdlculo do polindmio interpolador. Algumas delas pos-
suem interesse principalmente tedrico enquanto outras suscitam
imediatamente algoritmos praticos.

3.3 ForMA DE LAGRANGE DO PoLiNOMIO
INTERPOLADOR

3.3.1 CONSTRUCAO

Dizemos que o polindmio interpolador, quando escrito como

pwwzéﬁmm, (32

estd na forma de Lagrange.

Dada a definicdo (3.1, pg. 54), para determinar esse po-
lindmio precisamos calcular todos os coeficientes abaixo para
i=0,...,n

1

U ) () (= x) (w3

O calculo de cada um desses valores exige o computo de n
adi¢des, n — 1 multiplica¢des e uma inversdo, ao todo 2n opera-
¢Oes, como sdo 1 + 1 pesos temos 2n(n + 1) operagdes de ponto
flutuante. Uma caracteristica importante dessa construcdo é que
a parte custosa dela é independente dos valores f;, o que tanto é
econdmico computacionalmente em muitas circunstancias como
pode facilitar construgdes interessantes, como no Exemplo 3.3.2.

Exemplo 3.3.1. Suponha que desejamos passar uma reta entre
dois pontos (x1,y1) e (x2,2) no plano. Se x; = xp, a reta é
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dada por x = xj, sendo temos um problema de interpolagao
polinomial cuja solugdo na forma de Lagrange é dada por:

X — Xp X — X1
Y2 .
X1 — X2 X2 —X1

Yy=hn
Podemos rearranjar esta expressdo para a mais familiar, da
trigonometria:

Y= _Y2—h

X—Xx] Xp—X|

Exemplo 3.3.2. Queremos aproximar o valor de

2 0.1 2
— e Y dx
7

integrando um polindmio que interpole e~ nos pontos 0, 0.05

e 0.1. Em geral procuraremos a aproximacao

/abf(x)dx R~ /ah p(x)dx,

onde p(x) interpola f nos pontos a, b e (a+ ) /2. Tornamos o
problema mais familiar se introduzirmos as varidveis xo = a e h
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= (b —a)/2 e denotarmos x; = x + ih:

[ par= [ pa

0

_/x0+2hfx ((x—x1) X—X2) dx

(

X0 — X1)(X0 - xz)
)
)

xo+2h x — X (x _ x2)
+/ Xl—X() (xl—xz)dx
x0+2h x—xo)(x—xl)
+/ XZ—X())(Xz—xl)dx
:fz(hZ)/_ ( h)dt
( —2h)d
+f th / (t+h)d

= 21 (0) +4£(0) + f2)].

Tal expressdo pode ser escrita como

[ e S [y ar (T50) + 5]

A aproximacgdo que obtivemos acima é conhecida como a
regra de Simpson. Podemos testar sua validade numérica para
o caso em questdo utilizando a fungdo erf () do Octave:

octave:1> f = inline( 'exp(-x."2)" );
octave:2> est = 0.1/6 x ( £(0) + 4x£(0.05)
octave:3> abs( 2/sqrt( pi )*est — erf( 0.1
ans = 4.6375e-08

+ £(0.1) );
) )

Caso esteja curioso sobre erf (), peca ajuda:
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octave:4> help erf
‘erf’ is a built-in function

—— Mapping Function: erf (Z)
Computes the error function,

/
erf (z) = (2/sgrt (pi)) | e~ (-t"2) dt
/
t=0
See also: erfc, erfinv

Exemplo 3.3.3. Consideremos a tarefa de encontrar o
polindmio interpolador da fungdo sen(x) nos pontos
{—m,—m/2,0,7t/2,}. Simplificamos o problema notando que
f(x0) = f(x2) = f(x4) = 0. Por isso precisamos calcular apenas:

1
w =
(T O CE0(E- DI
BRI
on — 1
T GG+ GE-9G -
_ 1 _ 8
“Fowgog o
Lembrando que f(x1) = —1 e f(x3) = 1 vemos que o polindmio

interpolador é dado por:

p(x):%(x—kn)x(x—%) (x — )

—%(x—i—n) (x—f—g)x(x—n).
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sen(x) ——
2+ p(x)
p(x) —sen(x) ——
1 iy
0
—1 +
-2+

= z
-7 2 0 2

FIGURA 3.3.1 — Polindmio interpolador de sen(x) nos pontos
{—m,—n/2,0,7t/2,t}. Também sdo exibidos gréficos de sen(x) e
da diferenca entre o polindmio interpolador e a fungao.

3.3.2 AVALIAGAO

Apos encontrado o polindmio interpolador do exemplo acima,
queremos comparé-lo graficamente a fungdo sen(x). Podemos
utilizar o Octave:

octave:
octave:
octave:
octave:
octave:

1>
2>
3>
4>
5>

x = -4.5:0.1:4.5;

vy = (x + pl).x x .x(x — pl/2).*(x - pi);

vy =y — (x + pil).*x(x + pi/2).x x .*x(x — pil);
y =y * 8/(3xpitd);

plot ( x, sin(x), x, Yy, %X, y-sin(x) );

Isto resultaria em um grafico essencialmente igual ao apresen-
tado na Figura 3.3.1.
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Ainda que tenhamos resolvido o problema da interpolagdo po-
linomial, a forma (3.2, pg. 56) é bastante inconveniente quando
precisamos avaliar o polindmio em um ponto x qualquer. Casos
como o Exemplo 3.3.3 sdo exce¢des e normalmente ndo pode-
mos confiar em coincidéncias do tipo f(x;) = 0. Em geral, para
o célculo de p(x) a partir de (3.2, pg. 56) precisamos calcular
li(x) parai =0,...,n. Cada ¢;(x) utiliza 2n operacdes de ponto
flutuante (n subtragdes, n — 1 multiplica¢des e uma divisdo),
totalizando 2n(n + 1) operagdes apenas para o célculo dos po-
lindmios de Lagrange. Este gargalo de O(n?) seria desastroso
em aplicagdes praticas, mas felizmente existem formas alter-
nativas de representar o polindmio interpolador utilizando os
pesos w; que ndo apresentam esta dificuldade e possuem ainda
outras vantagens. Estas sdo as formas baricéntricas que veremos
a seguir.

Exercicio 3.3.1. Encontre o polindmio p(x) que interpola a
funcdo f(x) = e * nos pontos {—0.1,0,0.1,0.2,0.3}. Avalie
p(—0.05) e p(0.15).

3.3.3 PRIMEIRA FORMA BARICENTRICA

Na listagem do comego da subsegdo anterior notamos que as
linhas 2 e 3 sdo muito semelhantes. De fato, a melhor forma de
digitar a terceira linha é pressionar a seta para cima no teclado
e reeditar a segunda linha (que reaparecerd ap6s digitarmos a
seta para cima). Apenas dois termos serdo alterados, isso é uma
pequena consequéncia prética do seguinte fato matematico:

EZZE)T) (x—xi) = gjs)j)(x—x]'). (3'4)
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Estdvamos calculando duas fragdes como as acima, portanto:

Gix)  4i(x) x —x;

w; w; x—x;

A razdo % explica porque apenas dois fatores sdo diferen-
tes: o fator x — x; “sai” do produto no numerador® de /;(x)
em (3.1, pg. 54) e x — x; “entra”.

Inspirados em (3.4, pg. 61) definimos

((x) = (x = x0) -+~ (x —xn) =

Entdo escrevemos

= YA = Y fi Y
i=0 i=0

Finalmente temos entdo a primeira forma baricéntrica:

Z —) (3:5)

Qual é a grande vantagem que (3.5, pg. 62) possui so-
bre (3.2, pg. 56)? Contando o ntiimero de operagdes necessa-
rias para avaliar a equagdo acima temos: 4n + 3 para avaliar a
soma e 2n + 1 para avaliar ¢(x), totalizando 61 + 5 operacdes
ao incluirmos o produto final. Contrastando com o O(n?) da
férmula (3.2, pg. 56) podemos entender a vantagem da forma
baricéntrica.

Exercicio 3.3.2. Repita o Exercicio 3.3.1 utilizando a primeira
forma baricéntrica.

'Note que este numerador ¢ exatamente /;(x)/w;.
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Exercicio 3.3.3. Mostre que se um poliénio p de grau menor
ou igual a n satisfaz p(x;) = ¢ para n + 1 valores distintos
{x0,...,x,} entdo p é constante: p(x) = c. Dica: p(x) — ¢ tem
n + 1 raizes.

3.3.4 SEGUNDA FORMA BARICENTRICA

A ideia da segunda forma baricéntrica é eliminar fatores
comum /(x) em (3.5, pg. 62) através da representagdo do ntiimero
1 pela mesma férmula. Este expediente leva a representagdes
mais eficientes para algumas distribui¢des tteis para os pontos
de interpolagdo porque fatores comuns a todos w; podem ser
eliminados. A ideia resulta também numa funcdo que é robusta
com relacdo ao célculo dos pesos w; no sentido que ela interpola
os pontos desejados mesmo que estes coeficientes tenham sido
calculados erroneamente.

Se um polindmio de grau n vale 1 em n + 1 pontos entao
esse polindmio é constante (veja Exercicio 3.3.3), ou seja, utili-
zando (3.5, pg. 62) temos:

Portanto
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Logo:
n wl
i—0 X — xiﬂ
p(x) = n . 4 (3‘6)
1

Zw

X — X

i=0

que é a segunda forma baricéntrica.

3.3.5 ATUALIZACAO

3.4 ForMaA DE NEwTON DO PoLINOMIO
INTERPOLADOR

3.4.1 OPERADOR DE DIFERENCAS DIVIDIDAS

Antes de exibir a forma de Newton do polindmio interpolador
nos permitimos uma digressdo a fim de apresentar o principal in-
grediente da construcdo. Introduzimos o operador de diferencas
divididas de ordem n + 1 da seguinte forma:

DEFINIGAO 3.4.1. Definimos a diferenca dividida de f nos pontos
X0, - -, Xy COMO

flxo, .-, xp—1] — flx1,. .., Xn]

flxo, ..., xn] = Xo — Xn
f(x0) caso contrdrio.

se n>0

Para calcular a diferenga dividida f[xo, ..., x,] precisaremos
de f[xo,...,xn—1] e de f[xq,...,x,]. O célculo destas exige o
conhecimento de f[xo,...,X,—2], f[x1,...,Xp—1] € f[x2,..., Xn].
Seguindo por esse caminho logo vemos que serd necessario o



3.4 FoOrMA DE NEWTON DO POLINOMIO INTERPOLADOR 67

célculo de todas as diferencas divididas da seguinte tabela:

flxo]

flxo, x1]
flx]

flx1, x2]
flx2] flxo, -, xu1]

flxa, x5 - flxo. .., x4]
flxs] flxa, - xl

flxn—1,xn]

flxu]

Por exemplo,

PROPOSICAO 3.4.2. Podemos escrever a diferenca dividida como
flxo, ..., xn] =

Y f(xi)

% (xi —x0) e (0 —x-1) (4 — Xigp1) o (g — X))

1

Demonstragio. Procedemos por indugdo. A equacgdo vale trivi-
almente para n = 0, suponhamos como hipétese indutiva que
vale para algum 7, entdo incluimos mais um ponto a partir da
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definigao:

~ flxo, oo xn] = flx, - X0
f[x()/' . -;xn+1] - Xo — xn+1

_ i _ fx)
i=0 (x0 — x411) H};é(xi — ;) ITj= i (xi — x7)

n+1 f(xi)
X — ) T} (3 — ) T2 (i — )

_ o (x xn+1)f( ) (xi — x0) f (xi)
i=0 (x0 — xuy1) I1 ( ) ] im(xi - x]-)
_ Vf (xo Xni1) f(Xi)
i=0 (%0 — Xny1) H] o(xi — x7) H]nﬂm( — xj)
_ n+1 F(x) -

§ (xi —xo) -+ (x — xim) (o — Xi1) -+ (%0 — X))

Uma consequéncia imediata do resultado acima é a seguinte
proposicao:

PROPOSICAO 3.4.3. Seja (io, ..., 1) uma permutagio qualquer de
(0,...,n), entio

flxo, ... xn] = flxig, ..., xi,].

3.4.2 CONSTRUGAO

PrOPOSICAO 3.4.4 (Forma de Newton do Polindmio Interpola-
dor). O polinémio que interpola f nos pontos distintos xo, ..., X, é
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dado por:

pn(x) = f(x0) + (x — x0) f[x0, x1]
+ (x — JC())(X — xl)f[xo, xl,XQ] S
+ (x—x0) - (x —xy_1) f[x0, .-, Xn)- (3.7)

Mais que isso, temos

f(x) = pn(x) 4+ (x —x0) - - (x — x2) f[x0, - - -, Xn, X].

Demonstragio. Primeiro notamos que a segunda férmula implica
que o polindmio definido acima interpola a fun¢do nos pontos
Xo, - - ., Xn POis 0 segundo termo no lado direito da referida igual-
dade se anula nesses pontos. Dessa forma tudo que precisamos
mostrar é a segunda igualdade.

Podemos ver que ela vale trivialmente para n = 0. Parti-
mos entdo para uma demonstracdo por indugdo supondo que
a afirmacado valha para n e mostrando que isso implica a sua
veracidade para n + 1. Pela Proposicao 3.4.4 temos

flxo, .-, xn41,x] = flx,x0,. .., Xp1]
_ flxxo, oo xn] — flxo, oo, X

X — Xn41
_ flxor- - xn, x] = flxo, - Xnga]
X = Xn+1 .

Agora aplicamos a hipétese indutiva rearranjada da forma
f(x) = pn(x)
(x—x0) - (x — %)
e substituimos essa expressdo na igualdade anterior:
f(x) = pa(x)
(x—x0) - (x—xp)
X — Xn41

flxo, .-, xn,x] =

_f[x0/~ . ~/xn+1]

f[XQ,. . .,xn+1,x] =
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Isolando f(x) obtemos
f(x) = pn(x) + (x —x0) -+ (x = xn) f[X0, - -, Xn11]
+ (x—x0) - - (x — xpp1) fx0, - - -, Xpp1, X

Porém, observando (3.7, pg. 67) vemos que essa igualdade equi-
vale a

f(x) - Pn+1(x) + (x - X()) e (x - xn+1)f[x0/---/xn+1/x]' 0

3.4.3 AVALIAGAO

3.4.4 ATUALIZAGCAO
3.5 ERRO NA INTERPOLAGAO POLINOMIAL

TEOREMA 3.5.1. Seja f continua em [a,b] com V) continua em
(a,b) entio, sea < xg < x1 < --- < x, < be P(x) é o polindmio
que interpola f nos pontos xy, ..., x, temos

(g,

Fl) = PU) = (e = x) (=) -+ (e =)L

onde &, € (min{x, xo}, max{x, x,}).

Demonstragio. Como P(x) interpola f, vemos que R(x) :=
f(x) — P(x) se anula nos pontos {xy, ..., x,}. Definamos a fun-
¢do

f(x) = P(x)

x—2xg) - (x—2xy)

Ft) i= f(6) = P(t) = (£ = x0) - (=2

Nao é dificil ver que F(t) se anula em {x,xo,...,x,}. Assim,
aplicando o teorema de Rolle vemos que F'(t) se anula em n + 1
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pontos distintos. Repetindo o argumento, F”(t) vale zero em n
pontos também distintos. Continuando o processo podemos ver
que F (n+1) anula-se em um ponto que denotamos por ¢,. Porém,
diferenciando sucessivamente teremos:

P(n—i—l)(t) — f(n+1)(t) _ (1’1 + 1)! (x _fJE;C)) _IZJ(CXE - )

Avaliando a func¢do em t = ¢, obtém-se

Ozf(n+1)(§x)—(n+1)! f(x)_P(x)

(x—x0) - (x —xp)

Agora basta isolar f(x) — P(x) nesta igualdade. O

3.6 PoLiNnOMIOS

Precisamos definir precisamente os objetos mateméaticos com
que trabalhamos durante o restante do capitulo. Sem duavida
o leitor estd familiarizado com polindmios, portanto a presente
secdo serd breve, apenas apresentando o conceito e os resultados
basicos que utilizamos no decorrer da discussao acima.

DEFINIGAO 3.6.1. Definimos um polindmio como uma fungio p :
R — R que pode ser escrita como:

p(x) = ag + a1x + axx* + - - - + a,x" (3.8)

para algum inteiro positivo n e n + 1 reais ay, . . ., ay.

A mais comumente citada caracteristica distintiva de um po-
lindmio talvez seja o seu grau:

DEFINIGAO 3.6.2. O grau de um polindmio p(x) é o maior n para o
qual a, # 0. O grau do polindmio nulo p(x) = 0 ¢, por defini¢cio, —1.
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Por exemplo, a posi¢do de um corpo sob aceleragdo cons-
tante pode ser descrita como p(t) = xo + vot + %tz, que é um
polindmio de grau dois em ¢ se a # 0.
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