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Introduca@o ao Processamento de Sinais Digitais

Capitulo 4: Convolucao e filtragem

Secao 4.2: Convolucao unidimensional



Secado 4.2.1: Exemplo de filtragem passa-baixas e remogao de ruido

Na secao 2.3 vimos um exemplo de filtragem do sinal
x(t) = 2 cos(2z5t) + 0.8 sin(2z12¢t) + 0.3 cos(2747t), onde as componentes de alta
frequéncia foram removidas diretamente do espectro fazendo X, « 0, Vk > 40:

In [8]: f, ax = plt.subplots(1,2,figsize=(15,5))
ax[0].set title("Sinal original");ax[0].plot(t,x)
ax[1l].set title("Sinal filtrado (frequéncia de corte=40Hz)");ax[1l].plot(t,w)
f.suptitle("Figura 2.6 - Sinal ruidoso e sinal filtrado");plt.show()

Figura 2.6 - Sinal ruidoso e sinal filtrado

Sinal original Sinal filtrado (frequéncia de corte=40Hz)
3 3

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Métodos de filtragem no dominio do tempo

Queremos considerar como esse tipo de operacao poderia ser realizada no dominio do
tempo, através de manipulacdes das amostras x,,. Considere o seguinte exemplo,
chamado de filtro da média: dado um sinal x, construimos um novo sinal w pela equacao

1 1
w, = Exn + Exn_l, Vn

No caso de um vetor x € RY  essa equacao apresenta uma dificuldade quando n = O:

w—lx +1x
0—20 2—1-

Faremos como Fourier, e consideraremos x um periodo de um sinal que se repete a cada
N amostras, de tal forma que

X_1 = XN-1;
Observacao: coincidéncia ou nao, Python usa a mesma convencao!



Resposta em frequéncia do filtro

1

Podemos usar a equacao do filtro w, = 5x, + %xn_l para estimar como o filtro se

comporta em relacao a entradas simples. Por exemplo, se
x, = sin(2zgn/N),
teremos

w, = %sin(Zrcqn/N ) + %sin(Zzzq(n — 1)/N)
sin(a—f)=sin a cos f—cos a sin

1 . 1~ N
= Esm(27rqn/N ) + Esm((ann/N ) — (2rq/N))

= % sin(2zgn/N) + % sin(2zgn/N) cos(2zq/N) — %COS(Zﬂqn/N ) sin(2zq/N)
= A sin(2rgn/N) — B cos(2zgn/N)

onde A = 5 + 2cos(2zg/N) e B = 2sin(2zg/N).



In [6]:  # animacdo com entradas senoidais e saidas do filtro da média (ver no jupyter)
smatplotlib notebook
N=100; k=np.arange(0,N);W=[1]+[0]*(N//2)
fig , ax = plt.subplots(1l,2, figsize=(10,5))
ax[0].set title("entrada");ax[1l].set title("saida")
ax[0].set ylim([-1.2,1.2]);ax[1].set ylim([-1.2,1.2])
w = 0*k;linel, = ax[0].plot(k, w, 'r-');line2, = ax[1l].plot(k, w, 'r-")
for q in range(1,N//2+1):
W[q] = entrada saida filtro(q,k,linel,line2,fig)
W[N//2] = 0 # corrige a ultima magnitude
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In [7]: <%matplotlib inline
plt.figure(figsize=(15,5));plt.plot(W);
plt.title("relacao entre frequéncia de entrada e amplitude de saida", fontsize=1
5)
plt.show()
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Resposta complexa em frequéncia do filtro

Analogamente, podemos usar a equacao do filtro w,, = %xn + %Xn—1 para estimar

como o filtro se comporta em relacao as formas basicas de onda de Fourier. Se
x, = "N n=0,1,..., N -1
ondeg=0,1,..., N —1 éuma frequéncia, entio

1 |
w, = _eIZJan/N + _eIZJZ'q(n 1)/N
2 2

1 . | 1 .
— _eIZFC](n—E)/N [emqw + e—mq;]

2
— COS(]Z'qi )eiZﬂq(—%)/NeiZEqn/N
N
= H,x,

—_ 1 —ing/N
onde H, = Cos(nqw>e :



Observe que o fator H,, dependente da frequéncia g, equivale a uma atenuacao de
amplitude

1
|H,| = cos(nqﬁ>
com caracteristica de passa-baixas e uma mudanca de fase
AH, = —nq/N
que corresponde a uma rotacao.



In [8]: q = np.arange(-N/2+1,+N/2+1);Hq = np.cos(m.pi*q/N)*np.exp(-1j*m.pi*q/N)
fig = plt.figure(figsize=(15,5))
ax = fig.add subplot(1l, 3, 1);ax.plot(q,np.abs(Hq));ax.set title(r"resposta em
magnitude $|H q| = \cos\left(\pi g\frac{1}{N}\right)$")
ax = fig.add subplot(1l, 3, 2);ax.plot(q,np.angle(Hq));ax.set title(r"resposta e
m fase $\measuredangle H q = e~{-i\pi q/N}$")
ax = fig.add subplot(1l, 3, 3, projection='3d');ax.plot3D(q,Hq.real,Hqg.imag) ;ax.
set title(r"resposta complexa $H q$")

plt.show()
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In [9]:

# Exemplo 4.1: Aplicando o filtro da média na funcdo do exemplo na secdo 2.3.
T=1;N=128;t=np.linspace(0,T,N);x = 2*np.cos(2*m.pi*5*t) + 0.8*np.sin(2*m.pi*12*
t) + 0.3*np.cos(2*m.pi*47*t)

w = 0.5%(x+np.roll(x,1)) # saida do filtro da média.

fig, ax = plt.subplots(1l,2,figsize=(15,5))

ax[0].set title("Sinal original");ax[0].plot(t,x);ax[0].set xlabel('t [s]"');ax]
0] .set ylabel('x(t)")

ax[1l].set title("Sinal filtrado");ax[1l].plot(t,w);ax[1l].set xlabel('t [s]');axI
1].set ylabel('w(t)")

fig.suptitle("Figura 4.1 - Sinal ruidoso e sinal filtrado com filtro da média",
fontsize=15)

plt.show()

Figura 4.1 - Sinal ruidoso e sinal filtrado com filtro da média
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In [10]: X = np.fft.fft(x);c = X/N;E = N*abs(c)**2
W= np.fft.fft(w);d = W/N;F = N*abs(d)**2
fig, ax = plt.subplots(1l,2,figsize=(15,5))
ax[0].set title("Sinal original");ax[0].plot(E[:N//2+1]);ax[0].set xlabel('freq
uéncia');ax[0].set ylabel('energia $(|X k|*2/N)$")
ax[1l].set title("Sinal filtrado");ax[1].plot(F[:N//2+1]);ax[1].set xlabel('freq
uéncia');ax[1l].set ylabel('energia $(|W k|*2/N)$")
fig.suptitle("Figura 4.2 - Espectro do sinal ruidoso e sinal filtrado com filtro
da média", fontsize=15)

plt.show()
Figura 4.2 - Espectro do sinal ruidoso e sinal filtrado com filtro da média
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In [11]:

# Como é dificil observar as diferencas dos espectros,

# as 3 figuras a seguir fazem um zoom dos 3 picos dos

# espectros de x (sinal original) e w (sinal filtrado)

fig, ax = plt.subplots(l, 3, figsize=(15,5))

ax[0].plot(np.arange(3,8),E[3:8], label='sinal original');ax[0].plot(np.arange(
3,8),F[3:8], label='sinal filtrado')

ax[1l].plot(np.arange(10,15),E[10:15], label='sinal original');ax[1l].plot(np.ara
nge(10,15),F[10:15], label='sinal filtrado')

ax[2].plot(np.arange(44,53) ,E[44:53], label='sinal original');ax[2].plot(np.ara
nge(44,53),F[44:53], label='sinal filtrado')

ax[0].set xlabel('frequéncia');ax[1].set xlabel('frequéncia');ax[2].set xlabel(
'frequéncia')

ax[0].set ylabel('energia');ax[1l].set ylabel('energia');ax[2].set ylabel('energ
ia')

plt.legend(loc="upper left', bbox to anchor=(1, 1))

plt.show()
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Formulacdo matricial do filtro da média

Observe que a equacido w, = %xn + %xn_l, n=0,1,..., N — 1 também pode ser

escrita como

(1 0 ... ... 0 1)
( wo ) ( X0 \
1 1 0 .. ... 0
W X1
1o 1 1 o 0
R ] S | B
0O ... .. 1 1 0
Wwny_— XN—
S T SRR R A

A matriz que aparece na equacao acima, chamada de matriz circulante, representa a
operacao de filtragem e esta associada aos coeficientes da equacao do filtro.



Secao 4.2.2: Convolucao

Nesta secao vamos considerar que todos os vetores estdo em CN mas podem ser
indexados em qualquer indice inteiro através da extensao periddica:

Xk = Xk mod N-

Observacao 4.1

Se x € CV é estendido periodicamente, entio somatérios de N indices seguidos

sempre produzirdo o mesmo resultado, ou seja, Vim € Z:
m+N—

N-1 N-1 1
DR T



Definicao de convolucao

Def.4.21:Sex,y € CV, definimos a convolucao circular de x e y como o vetor
w € C dado por

N-1
w, = Z Xk Yn—k
k=0

e denotamos essa operacao por w = X * .



Por exemplo:

Wwo .

wi .

X0 X1 X2 XN-1
X X X X
Yo V-1 Y2 ... Y-N+1
YN-1 YN-1 Y1
XoYo + X1 YN—1 + - XN-1)1 — Wy
X0 X1 %) XN=-1
X X X X
yi Yo V-1 .. V-(N-2)
YN-1 A 2)

XoY1 +X1Yo + - XN-1)2 —

Wi



em geral

X0 X1 X2 cen XN-1
w, = X X X .o X
Yn VYn-1 VYn—2 o Vu—(N-D

X0Yn + X1 Yn-1 + = XN-1Yu—(N-1) —> Wy,



Formulacao matricial da convolucao

N-1
Observe que a equacdo w, = Y. X Vu_k> 1 =0,1,..., N — 1 pode ser escrita
k=0
como
( Yo YN-1 VN2 .- Y1\ / \
X0
Y1 Yo YN-1 - 2
X1
w = Y2 Y1 Yo e )3
\ XN-1 /
\YN-1 VN2 JVYN-3 - )0

A matriz M, que aparece na equagao w = M, x € chamada de matriz circulante para y.
Observe que
(My)k,m = Yk—m-



Exemplo 4.2

o filtro da média corresponde a equacao w = x * y onde
] ]
y():E?yl:E’yn:Oavn#Oalye

(1 0 ... .. 0
1 1 0
1flo 1 1 o0
Mr=3 ..
0 11
\ 0 0 1

como Vvisto anteriormente.




Propriedades da convolucao

Teorema 4.2.1: Sejam x, y, w € CNea, b € C.Entio

1. Linearidade: x % (ay + bw) = a(x * y) + b(x * w)
2. Comutatividade: Xky=ykXx

3. Formulagdo matricial: se w = x * y, entdo w = M, x, onde

(Yo YN-1 o V1)
Y1 Yo e W2
M, =
\VN-1 VN2 .- YO
e além disso M\ M, = M,,,
4. Associatividade: Xk (yxw)=(x*y) *xw
5. Periodicidade: se x € y sao tratados por extensado periodica, entdao
N-1
w, = Z Xk Yn—k
k=0

também esta definido Vn € Z e

Wy, =Wy mod N



Prova:

1. Exercicio 4.5.

N-1
2. Sejaw = x*yonde w, = ) x;y,_x. Entdo
k=0
N-1 n—(N—1) ~(N-1) 0 N-1
w, = Z Xk Yn—k = Z Xpn-1Y1 = Z Xp-1Y1 = Z Xp-1Y1 = Z Xn—1YI
k=0 I=n 1=0 I=N—-1 1=0

a ultima expressao corresponde a definicdo de y * x, logow = x xy = y * Xx.




Prova (cont):

3. Ja mostramos a constru¢do da matriz, falta s6 M, M, = M,,,. Mas

N—1 N—1 N—1
(MM y)km = 2 (MOki(My)im = X Xk—1Viem = ) X(k—r—m) Vr
1=0 1=0 r=0
N—1 N—1
€ note que z X(k=m)—rYr = z YrX(k—m)—r = (¥ * X)k—m
r=0 r=0

= Wk—m = (Mw)k,m — (Mx*y)k,m
Logo (M My)km = (Msy)k—m €, portanto, M, M, = M,,,.
xk(yxw) = xx(M,w) = M, (M,w) = (M M, )w = M..,,w0 = (Xx*y)*xw

5. Exercicio 4.6.



