UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

AN
s~ N
DiN| )

LABORATORIO DE DINAMICA

SEM 5940 - DINAMICA ESTRUTURAL

Sistemas Discretos com N GDL
Resposta Livre

SEM 5940 — Dinamica Estrutural Drof. Dowle I Vot

(! EESC - USP



Objetivos

Objetivo principal desta aula € apresentar e discutir a resposta livre e for¢ada
harmonica de sistemas discretos possuindo multiplos graus de liberdade
Serdo cobertos os seguintes principais tOpicos:

* Resposta livre
* Resposta forcada harmonica

* Resposta for¢ada harmodnica — conceito de FRF
* Propriedades da FRF

Bibliografia:

Clough, R. e Penzien, J., Dynamics of Structures, McGraw Hill, 1993.
Craig, R., Kurdila, A., Fundamentals of Structural Dynamics, John wiley, 2006.
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SISTEMAS COM N GDL

RESPOSTA LIVRE
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Sistemas com N GDL — Resposta Livre

O modelo de N GDL obedece a seguinte equagdo de movimento:

(M]3 +[Cliag + [K]{ug = {f (1)}

Onde: \
Matrizes simétricas

* [M] — Matriz de massa de ordem N'!

* [K] — Matriz de rigidez

 [C] — Matriz de amortecimento
* {f ()} — Vetor de forcas externas

* {u} — vetor de deslocamentos fisicos
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Cont. ...

Para o estudo da vibracao livre nao amortecida: [>

J (05 =105
[C]=[0]

E com isto temos:

[ M]3 + [ K]{uj = {0}

E a solu¢do desta Gltima equacdo para condigdes iniciais ndo nulas ¢ dada por:

{u(t)} = {p}e”

Onde {¢} ¢ um vetor de ordem N, de valores independentes da variavel tempeo ¢ s
um nimero complexo. Substituicao desta solu¢ao na equacdo do movimento livre da

[[K]+s°[M]]{p}e"'= {0}
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Cont. ...

Como e% # 0 esta ultima equagdo pode ainda ser escrita como:

[[K]-A[M]]{¢}= {0}

A=—s°

Que na verdade constitui-se num sistema homogéneo do tipo: [A]{z} = {0}

Rearranjando de forma mais conveniente temos:

[K1i¢} = AL M {9}

Ou ainda:

(M1 [K1{p} = A{g}

|4l = Al

Dl = A

B

matriz dinamica
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Cont. ...

Importantissimo:

As variaveis A e {@} sao denominadas de autovalores e autovetores do problema
da vibragao livre ndo amortecida. Estes parametros estdo diretamente relacionados
Com as propriedades fisicas do sistema, as fregiiéncias naturais nao amortecidas e
os chamados modos normais ou naturais de vibracdo ! Portanto, a determinacao
Destas propriedades fundamentais do sistema de N GDL reside na solu¢ao de um
autoproblema generalizado (generalized eigenproblem) ! [ A]{x} = A[B]{x}

Retomemos a equacao:

[[K]-ALM]]{¢}= 10}

Esta ultima equagdo possui solu¢ao nao trivial se e somente se:

[K1- A[M]| = {0}
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Na forma polinomial:

N
Ea)up 0

Onde os coeficientes a; ... @y dependem das caracteristicas de massa e rigidez. Esta
ultima equacao (ou a anterior) denomina-se equacdo caracteristica do sistema com
N GDL e suas raizes sao na verdade os autovalores do sistema em estudo. O p-ésimo
autovalor do sistema relaciona-se com a correspondente freqii€ncia natural nao
amortecida através da seguinte relacao
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Determinamos assim o chamado Modelo Modal do sistema conservativo:

-(1)] O --. ] \/E 0 0
0 Wy = 0 \/E 0

0 0 o a)N

¢] 1 ¢] 2

[@]= (0}, 0)p0 01y 14| P2 P22

| ¢NI ¢]N
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Relacoes de Ortogonalidade

Sao relagdes importantes entre modos normais de um mesmo sistema. Escrevemos
inicialmente para modos r € s distintos

[K]- 02 [M]1{g}, = {0} |  rdsimo modo

[K] = Ai[M][{¢}i = {0} -

[[K]- @ [M]]{¢} =10} s-ésimo modo

Agora, pré-multiplicamos a primeira equacao por {¢@},” e péos-multiplicamos a
transposta da segunda por {¢}, obtendo assim

{Cb} [[K]-w [M]]{¢} = {0} r-ésimo modo

{¢} [[K]- W [M]]{¢} = {0} s-ésimo modo
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Estas duas equagdes podem ser combinadas fornecendo:

(0 —?) (o} [M]{g}, = {0}

E se agora tivermos @, # @, esta ultima equagao sera satisfeita se € somente se:

Y IM1{p}, =0 r=s
OIKN =0 r=s

Importantissimo:

Estas duas relacdes matriciais acima constituem-se nas relacaes de
ortogonalidade entre os modos normais de vibracao em relagao as
matrizes de massa e rigidez, respectivamente !
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Para o caso especial onde @,=a@, temos:

(0} [M1{g} = M,
0y [K1ip}.= K,

Estas duas ultimas expressoes definem os valores da massa modal M, e rigidez modal
K, (ou massa e rigidez generalizada) associadas ao r-ésimo modo normal de vibrar do
sistema com N GDL ndo amortecido valendo a seguinte relagao:

o _ o, [Klig}, K,
g IMYe, M,
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Generalizando em relacdo a matriz modal | @):

[@]" [ M][®]=diag[ M. ]

[@]" [K][®]=diag[K]

E os valores da massa modal podem ser usado para se obter os chamados
modos normais normalizados, da seguinte forma

w1 [M[w]=[1]

2

w1 [K)[W]=[w?]

r

Vejamos alguns exemplos !
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Cont. ...

Modos de flexdo lateral e flexo-tor¢ao em chassi de veiculo

SEM 5940 - Dinamica Estrutural Drof. Sl I, Diorote (’,‘; EESC - USP

LABORATORIO DE DINAMICA




Cont. ...

29

Modos acusticos em filtros do tipo “passa-alta

ANSYS 6.0
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Modos acusticos e vibroacusticos em cavidades

MODAL SOLUTION
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Cont. ...

Na verdade o que fizemos até aqui foi apenas determinar o modelo modal do
sistema. Vamos agora escrever a solu¢do para o movimento livre conservativo.
Retomemos a solucdo apresentada anteriormente

(u(t)} = {p}e” A =—s?

u(t)}, = (areﬁt + bre_ A, t) {0},

. al" e br
Ou ainda 2 dependem
W, = ii\/z das CIs !

7

—iw t

{“(t)}r = (areiwnrt = bre v ) {¢}r
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Cont. ...

Estas duas ultimas expressoes revelam que a resposta dinamica do sistema ¢
controlada pela parcela dependente da variavel tempo, que por sua vez depende
do autovalor 4, € que por sua vez depende das caracteristicas de [M] e [K] ! Se
ambas forem positivas definidas, todos os autovalores serao pesitivos e nao nulos
e os correspondentes autovetores serao reais !

N . :
wt)y = (a." +ae ")),

r=1

Esta ultima equacdo pode ser escrita como:

N

w()y =y 9},n,

r=1
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— base modal o
Ou de forma compacta: G

SUPERPOSICAO
{uj =[Pn} MODAL

/

_» coordenadas modais

resposta livre +—

x}=[®]{m} x={ohw X2 = {¢}2 M2 X3={}sns

SEM 5940 - Dinamica Estrutural D rofe S . Oiarote ( b/ EESC - USP




SEM 5940 — Dinamica Estrutural %/ Drales I, iarote (}' EESC - USP

/




UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

AN
s~ N
DiN| )

LABORATORIO DE DINAMICA

SEM 5940 - DINAMICA ESTRUTURAL

Sistemas Discretos com N GDL
Resposta Forcada Harmaénica

SEM 5940 — Dinamica Estrutural Drof. Dowle I Vot

(! EESC - USP



PARTE 11
SISTEMAS COM N GDL

RESPOSTA FORCADA

* Resposta harmonica — conceito de FRF
* Conceito de anti-ressonancia
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Sistemas com N GDL — Resposta Forcada Harmonica

Neste caso voltamos a equacao:

[ M1{ii} + [C1{u} + [K1{u} = { £}

Onde w ¢ a freqiiéncia de excitacdo harmonica e {f,} o vetor de amplitudes. Como
solu¢ao adotamos a mesma usada no caso da vibragao livre (por hipotese !)

wy =[Plin;

Substituicao na equacdo acima fornece:

(M)} + [CUPY i} + KNP} = {fy}e™”

SEM 5940 — Dinamica Estrutural Do Vel . rate ( /2 EESC - USP




Cont. ...

Pré-multiplicando esta ultima por [®]:

\ )+

11 11 I 11
[m,] 9 ) )

massa modal amor;. modal rigidez modal excitacdo modal

Questao basica :

A mesma relacao de ortogonalidade baseada no modelo modal
do sistema ndo amortecido que diagonaliza as matrizes de massa
e rigidez seria capaz de diagonalizar a matriz de amortecimento ?

Resp.: Se e somente se [C] for combinagado entre [M] e [K] ! ‘
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Neste caso:

b
[C1=[M1S a,[IMT[K]] | caughey,T.
b

E para o caso onde b =0, 1 temos:

Amortecimento de

[C]= aO[M] u a][K] Rayleigh

Que ¢ amplamente conhecido como amortecimento proporcional )
agora desacopla!

[@]" [CI[@] = ay[m ]+ a,[k,]
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Cont. ...

Procedendo o desacoplamento obtemos agora um novo conjunto de equagoes:

[M 107} +[C 140} +[K . 1{n} = {u} pl 01

Que agora constitui-se num conjunto de equacoes desacopladas na chamada
coordenada modal ou normal n! Para o r-¢simo modo de vibrar temos

IXORA

. . 2
N, +2¢, 0, M. +w, 1, =u.e

E importante notar que esta Gltima equacdo é essencialmente a equacio de

um sistema de 01 GDL, somente que ndo mais expressa na coordenada fisica
u(t) mas sim nas coordenadas modais 7(?) ! Os parametros que aparecem nesta
equagdo correspondem aos parametros modais associados ao modo » € sao
dados por:
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w =Ll i)
ml"

Fator de amortecimento modal

Fregqiiéncia natural ndo amortecida

Forca de excitacdo modal
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[Mlii + [Cla+ [Ku = foe' “*  [M, 14} +[C. 1400 +[K, 1} = {up " "

Espaco Fisico

+ m 4

qu
NNNNNN
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Retomando agora a equacao do r-€simo modo temos:

. . 2
N, +2¢, 0, M +w, 1, =u.e

IXORA

Cuja solucdo pode ser expressa como:

n.(t)=0.e"

Substitui¢do desta ultima na equacao anterior fornece o seguinte valor para a
amplitude modal associada ao r-éstmo modo de vibrar do sistema

O

Y,

w

2

r

),

2

+i25, 0
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Cont. ...

E a solugdo nas coordenadas fisicas {u} ¢ dada usando o conceito de superposicao
modal ({u} = [®]{n}) ou seja:

U(t) _ Zm {¢}T{¢}r {fO} eiwt

(w2 —w? 41 2Cwrw
r=1 r

E desta ultima expressdao podemos extrair a matriz de FRF do sistema
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O lado esquerdo da tltima equacao pode ser expandido como

| H, (0) H,(0) .. H,(o)
H, (w) H,(w) .. H,,(w)

H, (0) H,,(w) ... Hy(w)

Sendo cada elemento H;(®) da matriz de FRF definido como:

U.
H i (w) = Fl (w) FRF de Receptincia
J

Onde U; (o) representa a resposta de deslocamento na coordenada i e F; (w) a forga
aplicada na coordenada j, ambas no deminie da fregiiéncia
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Esta ultima matriz destaca dois tipos de FRF:

denominada FRF de ponto,
excitacao e resposta no mesmo
ponto !

[> Diagonal principal de [H(w)]

U.
Hil‘(w) = Fl(w) I=]

Elementos fora da diagonal
principal de [H(w)], sdo as
FRF de transferéncia, ou seja
excitagdo e resposta em pontos
distintos !

Principio da Reciprocidade: Hij (a)) = Hji(w) [# ]
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Se considerarmos, por exemplo um sistema possuindo apenas 02 GDL, escrevemos

H, (@)= . ¢]é¢” N
mp(w; —o° +i2¢;0;0)

921921

my (a)ZZ — o’ +i26,0,m)

_|_

Hip@)=——— 02
my(w; —o° +i 2¢;0;®)

921922

T 2 2
my (w5 —w° +i25,0,0)
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Magnitude [m/N]

50 _
Frequéncia [1

Magnitude [m/N]

"Modo2

Anti-ressonancia

50
Frequéncia [rad/s]
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PARTE III
SISTEMAS COM N GDL
RESPOSTA FORCADA

AMORTECIMENTO
VISCOSO GERAL

* Resposta harmonica — conceito de FRF
* Conceito de anti-ressonancia
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Sistemas com N GDL — Amortecimento Nao Proporcional

Sera considerado agora o caso onde a matriz de amortecimento [C] ndo satisfaz a
condi¢do de ortogonalidade em relagdo aos modos do sistema conservativo associado.

Neste caso retomamos a equacdo para o movimento livre

[M a5 +[Claus + [ K]y = 105

Tendo como solucao

{u(t)} = {T}e™

A qual substituida na primeira resulta

[M]X* + [CIA + [K]] {U} = {0}

5N

[QNI{U} = {0}
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Uma forma alternativa de se formular o problema ¢ inicialmente escrevermos um
sistema de ordem 2N dado por

[M {is +[ClRus + [K{up = {/}
[M] {u} — [M] {u} — {0} (Equacao auxiliar !)

Estas duas ultimas equagoes podem ser combinadas em um sistema de equagdes
nas variaveis fisicas da seguinte forma

(AE) 4 [Bz = 1P}

R
{fd}}{P} | o
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Tendo em mente a definicio de u(t), podemos escrever  {u(t)} = {U}e

(a0 = { ()} = Mz

oo ) MU} M
(60} = { ) e = M
Para o movimento livre temos

[Alg) + [Bl{z} = {0}
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Substituindo-se as relagcdes para a solu¢ao temos:

(A[A] + [B] {X} = {0}

a qual corresponde a um auto-problema generalizado contendo 2N autovalores
ocorrendo em pares complexos conjugados (A, A*,) para o caso sub-amortecido. E,
para os auto-vetores temos

W[ W
W mr{w}r}

/s v
{%D }r_ \)\i{w*}r}

E, como no caso anterior, a solucao livre pode ser escrita

{z(t)} = [W{q(®)}
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Aplicando o conceito do desacoplamento ao sistema 2N temos
[T TAN {q(t)} + [0 [BI[W {q(t)} = [W']7{Po}e™!

Resultando em

(A} + [B,{a(t)} = {r}e
E, para o movimento livre amortecido

[A'r]{Q(t)} + [BT]{Q(t)} — {O}

Esta ultima equagdo nos oferece um sistema homogéneo de 2N equagdes
desacopladas. Cada uma delas possui solucdao da forma

dr (t> — Q're)\rt
|L Depende das Cls
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E, uma vez obtidas as solugdes individuais, estas podem ser combinadas em

{z(¢)} = Z{@D/}TQTBAJ

E, da solugdo livre amortecida podemos obter as seguinte condi¢des de ortogonaliade

(Ar + 2p) {9} [IMI{W}r + {9}, [CH{#}r = 0

Onde r e p representam modos distintos !
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Se r e p representarem um par complexo conjugado, temos

WYICHe) _ G
(YTMI{}, M,

— 2<")fr' C’r'

{w*}Z[K]{¢}r . Kr _ 2

w

{3 My} M, 7

Para estudarmos a resposta forgada harmonica, voltamos a equagao nao homogénea

Algy 4 [Bzy = 1P}

{P}= {PQ oyt o {Po} = {{{];O}}}
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Aplicando novamente o desacoplamento modal, com condi¢des iniciais nulas
WA {a(®)} + (9T (B [{a(8)} = [¥]" {Po}e™”
A ){q(t)} + [Brl{q(t)} = {To}eiwt

onde [A4,] e [B,] sdo matrizes quadradas e diagonais (2N). Temos agora 2N equacdes
desacopladas e nao homogéneas e para o r-¢simo modo de vibrar temos

QT(t) — )\rqr (t) — Treiwt

1 .
QT(t) — ArQr (t) = —{\Ij,};—?elwt
Ay
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Como solug¢ao escrevemos

{at)} = {Q}e™

E, a amplitude modal do r-¢simo modo ¢ dada por

= () a6 )

E a solu¢do completa fica entdo

-3 () b ()
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E da solugdo geral extraimos a matriz de das FRF do sistema com amortecimento
viscoso geral (ndo proporcional)

vy, ()T
Z{}{}

ar(iw — \.)

E um dos elementos desta matriz, H; (®) pode ser escrito de duas formas
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Modos reais versus modos complexos

REAL COMPLEXO
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