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Objetivos

Objetivo principal desta aula é apresentar e discutir a resposta livre e forçada
harmônica de sistemas discretos possuindo múltiplos graus de liberdade
Serão cobertos os seguintes principais tópicos: 

• Resposta livre
• Resposta forçada harmônica
• Resposta forçada harmônica – conceito de FRF
• Propriedades da FRF 

Bibliografia:

1 Clough, R. e Penzien, J., Dynamics of Structures, McGraw Hill, 1993. 
2 Craig, R., Kurdila,  A., Fundamentals of Structural Dynamics, John wiley, 2006.
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PARTE I

SISTEMAS COM N GDL

RESPOSTA LIVRE
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Sistemas com N GDL – Resposta Livre

O modelo de N GDL obedece à seguinte equação de movimento:

Onde:

• [M] – Matriz de massa

• [K] – Matriz de rigidez

• [C] – Matriz de amortecimento

• {f (t)} – Vetor de forças externas

• {u} – vetor de deslocamentos físicos  

Matrizes simétricas 
de ordem N !
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Cont. ...

Para o estudo da vibração livre não amortecida: {f (t)} = {0}
[C] = [0]

E com isto temos: 

E a solução desta última equação para condições iniciais não nulas é dada por: 

Onde {f} é um vetor de ordem N, de valores independentes da variável tempo e s
um número complexo. Substituição desta solução na equação do movimento livre dá 

  [[K ]+ s2[M ]]{φ}e st={0}
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Cont. ...

 λ = −s2

Como est ≠ 0 esta última equação pode ainda ser escrita como:

  [[K ]− λ[M ]]{φ}={0}

Que na verdade constitui-se num sistema homogêneo do tipo:

Rearranjando de forma mais conveniente temos:

  [K ]{φ}= λ[M ]{φ}

  [D]{x}= λ{x}
Ou ainda:

  [M ]−1[K ]{φ}= λ{φ}

  [A]{x}= λ[B]{x}

matriz dinâmica

[A]{x} = {0}
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Cont. ...

Importantíssimo:

As variáveis  l e {f} são denominadas de autovalores e autovetores do problema 
da vibração livre não amortecida. Estes parâmetros estão diretamente relacionados 
Com as propriedades físicas do sistema, as freqüências naturais não amortecidas e
os chamados modos normais ou naturais de vibração ! Portanto, a determinação 
Destas propriedades fundamentais do sistema de N GDL reside na solução de um 
autoproblema generalizado (generalized eigenproblem) !    [A]{x}= λ[B]{x}

Retomemos a equação:

  [[K ]− λ[M ]]{φ}={0}

Esta última equação possui solução não trivial se e somente se:

  [K ]− λ[M ] ={0}
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Cont. ...

Na forma polinomial:

Onde os coeficientes a1 ... aN dependem das características de massa e rigidez. Esta 
última equação (ou a anterior) denomina-se equação característica do sistema com 
N GDL e suas raízes são na verdade os autovalores do sistema em estudo. O p-ésimo
autovalor do sistema relaciona-se com a correspondente freqüência natural não 
amortecida através da seguinte relação 

 
ap λ

p = 0
p=1

N
∑

 
ωnp

= ±i λp

Onde:  i = −1
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Determinamos assim o chamado Modelo Modal do sistema conservativo:

   

[Φ] = [{φ}1,{φ}2 ,...,{φ}N ] =

φ11 φ12 … φ1N
φ21 φ22 … φ2N
   

φN1 φ1N … φNN
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Cont. ...
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Relações de Ortogonalidade

São relações importantes entre modos normais de um mesmo sistema. Escrevemos 
inicialmente para modos r e s distintos

  [[K ]−ωr
2[M ]]{φ}r ={0}

  [[K ]−ωs
2[M ]]{φ}s ={0}

r-ésimo modo

s-ésimo modo

Agora, pré-multiplicamos a primeira equação por {f}sT e pós-multiplicamos a 
transposta da segunda por {f}r obtendo assim

  {φ}s
T [[K ]−ωr

2[M ]]{φ}r ={0}

  {φ}s
T [[K ]−ωs

2[M ]]{φ}r ={0}

r-ésimo modo

s-ésimo modo

[[K]� �i[M ]]{�}i = {0}
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Cont. ...

  (ωr
2 −ωs

2 ){φ}s
T [M ]{φ}r ={0}

Estas duas equações podem ser combinadas fornecendo:

E se agora tivermos wr ≠ ws esta última equação será satisfeita se e somente se:       

{φ}s
T [M ]{φ}r = 0

{φ}s
T [K ]{φ}r = 0

 r ≠ s

 r ≠ s

Importantíssimo: 

Estas duas relações matriciais acima constituem-se nas relações de 
ortogonalidade entre os modos normais de vibração em relação às 
matrizes de massa e rigidez, respectivamente !



12 Prof. Paulo S. VarotoSEM 5940 – Dinâmica Estrutural

  {φ}r
T [M ]{φ}r = Mr r = s

  {φ}r
T [K ]{φ}r = Kr r = s

Cont. ...

Para o caso especial onde wr=ws  temos:

Estas duas últimas expressões definem os valores da massa modal Mr e rigidez modal 
Kr (ou massa e rigidez generalizada) associadas ao r-ésimo modo normal de vibrar do 
sistema com N GDL não amortecido valendo a seguinte relação:

  
ωr
2 =

{φ}r
T [K ]{φ}r

{φ}r
T [M ]{φ}r

=
Kr
Mr
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Cont. ...

  [Φ]T [M ][Φ]= diag[Mr ]

  [Φ]T [K ][Φ]= diag[Kr ]

Generalizando em relação à matriz modal [F]:

  
{ψ}r =

1
Mr

{φ}r

E os valores da massa modal podem ser usado para se obter os chamados 
modos normais normalizados, da seguinte forma

  [Ψ ]T [M ][Ψ ]= [I ]

  [Ψ ]T [K ][Ψ ]= [ωr
2]

Vejamos alguns exemplos !
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Cont. ...

Primeiro Modo 
de flexão

Primeiro Modo 
de torção

Dois modos de vibrar de uma estrutura aeronáutica
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Cont. ...

Modos de flexão lateral e flexo-torção em chassi de veículo
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Cont. ...

Modos acústicos em filtros do tipo “passa-alta”
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Cont. ...
Modos acústicos e vibroacústicos em cavidades 
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Cont. ...
Na verdade o que fizemos até aqui foi apenas determinar o modelo modal do 
sistema. Vamos agora escrever a solução para o movimento livre conservativo. 
Retomemos a solução apresentada anteriormente

  
{u(t)}r = are −λr t

+ bre− −λr t#

$%
&

'(
{φ}r

 λr = −sr
2

 
ωnr

= ±i λr

Ou ainda

  
{u(t)}r = are

iω nr
t
+ bre

−iω nr
t#

$%
&
'(
{φ}r

ar e br
dependem 
das  CIs !
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Estas duas últimas expressões revelam que a resposta dinâmica do sistema é 
controlada pela parcela dependente da variável tempo, que por sua vez depende
do autovalor lr e que por sua vez depende das características de [M] e [K] ! Se 
ambas forem positivas definidas, todos os autovalores serão positivos e não nulos 
e os correspondentes autovetores serão reais !

Cont. ...

  
{u(t)}= (areiω r t + are−iω r t ){φ}r

r=1

N
∑

  
{u(t)}= {φ}r ηr

r=1

N
∑

Esta última equação pode ser escrita como:
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  {u}= [Φ]{η}

Cont. ...

Ou de forma compacta:

x1

x2

x3

f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31
f32 f33

{x} = [F] {h} x1 = {f}1 h1 x2 = {f}2 h2 x3 = {f}3 h3

= + + +  ...

SUPERPOSIÇAO 
MODAL 

base modal

coordenadas modais
resposta livre
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PARTE II

SISTEMAS COM N GDL

RESPOSTA FORÇADA

• Resposta harmônica – conceito de FRF
• Conceito de anti-ressonância
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Sistemas com N GDL – Resposta Forçada Harmônica

  {u}= [Φ]{η}

Neste caso voltamos a equação:

Onde w é a freqüência de excitação harmônica e {f0} o vetor de amplitudes. Como 
solução adotamos a mesma usada no caso da vibração livre (por hipótese !)

Substituição na equação acima fornece:
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Pré-multiplicando esta última por [F]T:

[mr] [kr] {µ}?
massa modal rigidez modal excitação modalamort. modal

Cont. ...

Questão básica : 

A mesma relação de ortogonalidade baseada no modelo modal
do sistema não amortecido que diagonaliza as matrizes de massa 
e rigidez seria capaz de diagonalizar a matriz de amortecimento ?

Resp.: Se e somente se [C] for combinação entre [M] e [K] !
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[C] = [M ] ab[[M ]−1[K ]]

b
∑

b

  [C] = a0[M ]+ a1[K ]

  [Φ]T [C][Φ] = a0[mr ]+ a1[kr ]

Cont. ...

Neste caso:

E para o caso onde b = 0, 1 temos:

Que é amplamente conhecido como amortecimento proporcional !
agora desacopla!!

Caughey, T.

Amortecimento de 
Rayleigh
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   [Mr ]{η}+[Cr ]{η}+[Kr ]{η}={µ} e i ω t

  ηr +2ςrωr ηr +ωr
2ηr = µr e iω t

Cont. ...

Procedendo o desacoplamento obtemos agora um novo conjunto de equações:

Que agora constitui-se num conjunto de equações desacopladas na chamada 
coordenada modal ou normal  h ! Para o r-ésimo modo de vibrar temos

É importante notar que esta última equação é essencialmente a equação de 
um sistema de 01 GDL, somente que não mais expressa na coordenada física 
u(t) mas sim nas coordenadas modais h(t) ! Os parâmetros que aparecem nesta 
equação correspondem aos parâmetros modais associados ao modo r e são 
dados por:



28 Prof. Paulo S. VarotoSEM 5940 – Dinâmica Estrutural

 
ςr =

cr
2 kr mr

 
ωr =

kr
mr

  
µr =

1
mr

{φ}r
T { f0}

Cont. ...

Freqüência natural não amortecida

Fator de amortecimento modal

Força de excitação modal
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Cont. ...

   [Mr ]{η}+[Cr ]{η}+[Kr ]{η}={µ} e i ω t

  m 1   m 2   m 3   m N+ + + … +

Espaço Físico

[M ]ü+ [C]u̇+ [K]u = f0e
i !t
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Qr =

µr

ωr
2 −ω 2 + i 2ςrωrω

Cont. ...

  ηr +2ςrωr ηr +ωr
2ηr = µr e iω t

Retomando agora a equação do r-ésimo modo temos:

Cuja solução pode ser expressa como:

  ηr (t) = Qreiωt

Substituição desta última na equação anterior fornece o seguinte valor para a 
amplitude modal associada ao r-ésimo modo de vibrar do sistema
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E a solução nas coordenadas físicas {u} é dada usando o conceito de superposição 
modal ({u} = [F]{h}) ou seja:

Cont. ...

E desta última expressão podemos extrair a matriz de FRF do sistema

u(t) =
NX

r=1

{�}r{�}Tr {f0}
mr(!2

r � !2 + i 2⇣r!r!)
ei!t

<latexit sha1_base64="LsWrwov4/yJagnLh0ZXLMoYZPq4="></latexit>

[H(!)] =
NX

r=1

{�}r{�}Tr
mr(!2

r � !2 + i 2⇣r!r!)

<latexit sha1_base64="SUnd0YwqeZN963Z/LoaPdr4gcwM="></latexit>
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O lado esquerdo da última equação pode ser expandido como

   

H (ω )"# $% =

H11(ω ) H12(ω ) … H1N (ω )

H21(ω ) H22(ω ) … H2N (ω )

   
HN1(ω ) HN 2(ω ) … HNN (ω )

"

#

&
&
&
&
&

$

%

'
'
'
'
'

Cont. ...

Sendo cada elemento Hij(w) da matriz de FRF definido como:

  
Hij (ω ) =

Ui
Fj

(ω )

Onde Ui (w) representa a resposta de deslocamento na coordenada i e Fj (w) a força 
aplicada na coordenada j, ambas no domínio da freqüência

FRF de Receptância 
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Cont. ...

Esta última matriz destaca dois tipos de FRF: 

  
Hii (ω ) =

Ui
Fi

(ω ) i = j

  
Hij (ω ) =

Ui
Fi

(ω ) i ≠ j

Diagonal principal de [H(w)]
denominada FRF de ponto,
excitação e resposta no mesmo
ponto !

Elementos fora da diagonal
principal de [H(w)], são as
FRF de transferência, ou seja
excitação e resposta em pontos
distintos !

Princípio da Reciprocidade: 
  Hij (ω ) = H ji (ω ) i ≠ j
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Cont. ...

Se considerarmos, por exemplo um sistema possuindo apenas 02 GDL, escrevemos

1o Modo

2o Modo

1o Modo

2o Modo
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Cont. ...
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PARTE III

SISTEMAS COM N GDL

RESPOSTA FORÇADA
AMORTECIMENTO

VISCOSO GERAL

• Resposta harmônica – conceito de FRF
• Conceito de anti-ressonância
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Sistemas com N GDL – Amortecimento Não Proporcional

Será considerado agora o caso onde a matriz de amortecimento [C] não satisfaz a 
condição de ortogonalidade em relação aos modos do sistema conservativo associado. 
Neste caso retomamos a equação para o movimento livre

Tendo como solução

A qual substituída na primeira resulta

{u(t)} = {Ū}e�t

<latexit sha1_base64="3+Pk6PbLJMEpRf240HQgwkzNSAc=">AAACDHicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KTNSrBuh4MZlBactdMaSyWTa0MyD5I5QhvkAN/6KGxeKuPUD3Pk3pu0stPVA4HDOuUnu8RLBFZjmt7Gyura+sVnaKm/v7O7tVw4OOypOJWU2jUUsex5RTPCI2cBBsF4iGQk9wbre+Hrqdx+YVDyO7mCSMDckw4gHnBLQ0qBSdbK0BmdOjq+wkzkekZmdOzm7zxyhb/EJhlynzLo5A14mVkGqqEB7UPly/JimIYuACqJU3zITcDMigVPB8rKTKpYQOiZD1tc0IiFTbjZbJsenWvFxEEt9IsAz9fdERkKlJqGnkyGBkVr0puJ/Xj+F4NLNeJSkwCI6fyhIBYYYT5vBPpeMgphoQqjk+q+YjogkFHR/ZV2CtbjyMumc161GvXnbqLYuijpK6BidoBqyUBO10A1qIxtR9Iie0St6M56MF+Pd+JhHV4xi5gj9gfH5AyEwmwg=</latexit>

⇥
[M ]�2 + [C]�+ [K]

⇤
{Ū} = {0}

<latexit sha1_base64="sQZApunRdo2dWNoMi0EHg2aBzQc="></latexit>

[Q(�)] {Ū} = {0}

<latexit sha1_base64="1qlW/aQCfl4WX+ovZOhfKHey9XI=">AAACE3icbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwSBEi7ArwdgIARvLBMwDMkuYncwmQ2YfzNwVwrL/YOOv2FgoYmtj5984eRSaeGDgcM493LnHi6XQYNvfVm5tfWNzK79d2Nnd2z8oHh61dZQoxlsskpHqelRzKULeAgGSd2PFaeBJ3vHGt1O/88CVFlF4D5OYuwEdhsIXjIKR+sULIrkPvWaZSBMa0HOixHAELkmJR1XaykiGbzBJbZL1iyW7Ys+AV4mzICW0QKNf/CKDiCUBD4FJqnXPsWNwU6pAMMmzAkk0jykb0yHvGRrSgGs3nd2U4TOjDLAfKfNCwDP1dyKlgdaTwDOTAYWRXvam4n9eLwH/2k1FGCfAQzZf5CcSQ4SnBeGBUJyBnBhCmRLmr5iNqKIMTI0FU4KzfPIqaV9WnGql1qyW6leLOvLoBJ2iMnJQDdXRHWqgFmLoET2jV/RmPVkv1rv1MR/NWYvMMfoD6/MHYEud0A==</latexit>
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Cont. ...
Uma forma alternativa de se formular o problema é inicialmente escrevermos um 
sistema de ordem 2N dado por  

Estas duas últimas equações podem ser combinadas em um sistema de equações
nas variáveis físicas da seguinte forma

  
[A] =

[C] [M ]
[M ] [0]

!

"
#
#

$

%
&
&   

[B] =
[K ] [0]
[0] −[M ]

"

#
$
$

%

&
'
'

{P}=
{ f }
{0}

!
"
#

$#

%
&
#

'#

(Equação auxiliar !)

[A]{ẋ}+ [B]{x} = {P}

<latexit sha1_base64="+XVXknfNtc1LJst9sr9n0WDqirM=">AAACCnicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+gQBGG0MpwXYerF4wT3Am0ZaZZuYWlaklQ2Ss9e/CpePCji1U/gzW9jtvWgm38I/Pg/z5Pk+fsxo1JZ1rdRWFpeWV0rrpc2Nre2d8zdvZaMEoFJE0csEh0fScIoJ01FFSOdWBAU+oy0/eHNpN5+IELSiN+rcUy8EPU5DShGSltd89C58tzU7UUqHWVuBk+hc62NkcZL6KYNN+uaZatiTQUXwc6hDHI1uuaXvg4nIeEKMySlY1ux8lIkFMWMZCU3kSRGeIj6xNHIUUikl05XyeCxdnowiIQ+XMGp+3siRaGU49DXnSFSAzlfm5j/1ZxEBRdeSnmcKMLx7KEgYVBFcJIL7FFBsGJjDQgLqv8K8QAJhJVOr6RDsOdXXoTWWcWuVmp31XL9PI+jCA7AETgBNqiBOrgFDdAEGDyCZ/AK3own48V4Nz5mrQUjn9kHf2R8/gDkV5m5</latexit>

{x} =

⇢
{u}
{u̇}

�

<latexit sha1_base64="6OdfAdro0a4KQ89q0VkqYHk2WvY=">AAACJHicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwVWZErCBC0Y3LCvYBnaFk0ts2NJMZkoy0DP0YN/6KGxc+cOHGbzFtB9HWA4HDOffe3HuCmDOlHefTyi0tr6yu5dcLG5tb2zv27l5dRYmkUKMRj2QzIAo4E1DTTHNoxhJIGHBoBIPrid+4B6lYJO70KAY/JD3BuowSbaS2feGlQ2+ML3HBC6DHRHoVEi3ZcFzw0sQYnmeI14l0mow9I4Lo/JS07aJTcqbAi8TNSBFlqLbtNzOJJiEITTlRquU6sfZTIjWjHMz0REFM6ID0oGWoICEoP50eOcZHRungbiTNExpP1d8dKQmVGoWBqTT79dW8NxH/81qJ7p77KRNxokHQ2UfdhGMd4UliuMMkUM1HhhAqmdkV0z6RhGqTa8GE4M6fvEjqJyX3tFS+PS1WzrI48ugAHaJj5KIyqqAbVEU1RNEDekIv6NV6tJ6td+tjVpqzsp599AfW1zcFEqUT</latexit>
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Cont. ...

Tendo em mente a definição de u(t), podemos escrever

{x(t)} =

⇢
{Ū}
�{Ū}

�
e�t = �{X̄}e�t

<latexit sha1_base64="sViev8PYTvK7epXwn+HQmoaH8Is="></latexit>

{ẋ(t)} =

⇢
�{Ū}
�2{Ū}

�
e�t = �{X̄}e�t

<latexit sha1_base64="YE/SBeYqirQcaLY5Re3VWLyeEsc="></latexit>

{u(t)} = {Ū}e�t

<latexit sha1_base64="3+Pk6PbLJMEpRf240HQgwkzNSAc=">AAACDHicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWIS6KTNSrBuh4MZlBactdMaSyWTa0MyD5I5QhvkAN/6KGxeKuPUD3Pk3pu0stPVA4HDOuUnu8RLBFZjmt7Gyura+sVnaKm/v7O7tVw4OOypOJWU2jUUsex5RTPCI2cBBsF4iGQk9wbre+Hrqdx+YVDyO7mCSMDckw4gHnBLQ0qBSdbK0BmdOjq+wkzkekZmdOzm7zxyhb/EJhlynzLo5A14mVkGqqEB7UPly/JimIYuACqJU3zITcDMigVPB8rKTKpYQOiZD1tc0IiFTbjZbJsenWvFxEEt9IsAz9fdERkKlJqGnkyGBkVr0puJ/Xj+F4NLNeJSkwCI6fyhIBYYYT5vBPpeMgphoQqjk+q+YjogkFHR/ZV2CtbjyMumc161GvXnbqLYuijpK6BidoBqyUBO10A1qIxtR9Iie0St6M56MF+Pd+JhHV4xi5gj9gfH5AyEwmwg=</latexit>

[A]{ẋ}+ [B]{x} = {0}

<latexit sha1_base64="bgqz3qqn04RRoXw4BXBGYtHs8+k=">AAACCnicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+gQBGG0MpwXYerF4wT3Am0ZaZZuYWlaklQ2Ss9e/CpePCji1U/gzW9jtvWgm38I/Pg/z5Pk+fsxo1JZ1rdRWFpeWV0rrpc2Nre2d8zdvZaMEoFJE0csEh0fScIoJ01FFSOdWBAU+oy0/eHNpN5+IELSiN+rcUy8EPU5DShGSltd89C58tzU7UUqHWVuBk+hc62NkcZL6KaWm3XNslWxpoKLYOdQBrkaXfNLX4eTkHCFGZLSsa1YeSkSimJGspKbSBIjPER94mjkKCTSS6erZPBYOz0YREIfruDU/T2RolDKcejrzhCpgZyvTcz/ak6iggsvpTxOFOF49lCQMKgiOMkF9qggWLGxBoQF1X+FeIAEwkqnV9Ih2PMrL0LrrGJXK7W7arl+nsdRBAfgCJwAG9RAHdyCBmgCDB7BM3gFb8aT8WK8Gx+z1oKRz+yDPzI+fwCzl5mZ</latexit>

Para o movimento livre temos
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{ 0}r =

⇢
{ }r
�r{ }r

�

<latexit sha1_base64="XXp7S5V3dQDQG5z9/HsFOPf+Qr8="></latexit>

{ 0⇤}r =

⇢
{ ⇤}r
�⇤r{ ⇤}r

�

<latexit sha1_base64="izBJESSTEBLOa3p7pM3gY4l9Eqo="></latexit>

{x(t)} = [ 0]{q(t)}

<latexit sha1_base64="nHqJhlozUdzAwhPPoL4DsRWAV9I=">AAACA3icbVDLSsNAFJ3UV62vqDvdDBaxbkoixboRCm5cVrAPSEKZTCft0MkkzkzEEgpu/BU3LhRx60+482+cpllo64ELh3Pu5d57/JhRqSzr2ygsLa+srhXXSxubW9s75u5eW0aJwKSFIxaJro8kYZSTlqKKkW4sCAp9Rjr+6Grqd+6JkDTit2ocEy9EA04DipHSUs88cNOHijp1J/ASOm5T0hPPTe8ypWeWraqVAS4SOydlkKPZM7/cfoSTkHCFGZLSsa1YeSkSimJGJiU3kSRGeIQGxNGUo5BIL81+mMBjrfRhEAldXMFM/T2RolDKcejrzhCpoZz3puJ/npOo4MJLKY8TRTieLQoSBlUEp4HAPhUEKzbWBGFB9a0QD5FAWOnYSjoEe/7lRdI+q9q1av2mVm6c53EUwSE4AhVggzpogGvQBC2AwSN4Bq/gzXgyXox342PWWjDymX3wB8bnD+fZlmQ=</latexit>

[�[A] + [B]] {X̄} = {0}

<latexit sha1_base64="nRRmfomB+xo/erQWlTpcc3p38j4=">AAACGnicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWARBKDNSrBuh6sZlBfuAyVAyaaYNzTxI7ghlmO9w46+4caGIO3Hj35g+Ftp6IHA45x5u7vETKTTY9re1tLyyurZe2Chubm3v7Jb29ls6ThXjTRbLWHV8qrkUEW+CAMk7ieI09CVv+8Obsd9+4EqLOLqHUcK9kPYjEQhGwUjdkkMkD8Al0kR6FLtXHj7F7rVXJEr0B+CRjPhUZZ2c5PiSZDbJu6WyXbEnwIvEmZEymqHRLX2SXszSkEfAJNXadewEvIwqEEzyvEhSzRPKhrTPXUMjGnLtZZPTcnxslB4OYmVeBHii/k5kNNR6FPpmMqQw0PPeWPzPc1MILrxMREkKPGLTRUEqMcR43BPuCcUZyJEhlClh/orZgCrKwLRZNCU48ycvktZZxalWanfVcv18VkcBHaIjdIIcVEN1dIsaqIkYekTP6BW9WU/Wi/VufUxHl6xZ5gD9gfX1A3OBn98=</latexit>

Cont. ...

Substituindo-se as relações para a solução temos:

a qual corresponde a um auto-problema generalizado contendo 2N autovalores
ocorrendo em pares complexos conjugados (lr, l*

r) para o caso sub-amortecido. E, 
para os auto-vetores temos

E, como no caso anterior, a solução livre pode ser escrita
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Cont. ...

[ 0]T [A][ 0]{ ˙q(t)}+ [ 0]T [B][ 0]{q(t)} = [ 0]T {P0}ei!t

<latexit sha1_base64="8cq/VPxn7biaECWKTPbbQiJ3fqE="></latexit>

Aplicando o conceito do desacoplamento ao sistema 2N temos

[Ar]{q̇(t)}+ [Br]{q(t)} = {⌧}ei!t

<latexit sha1_base64="FbhlcRkwhIZnRcejSMC5XYEe50o="></latexit>

qr(t) = Q̄re
�rt

<latexit sha1_base64="kMHZPo1zU2TbtjzFgCFrc3k0vUE=">AAACCXicbVC7SgNBFJ31GeNr1dJmMAixCbsSjI0QsLFMwDwgicvs7GwyZHZ2nbkrhCWtjb9iY6GIrX9g5984eRSaeODC4Zx7Z+49fiK4Bsf5tlZW19Y3NnNb+e2d3b19++CwqeNUUdagsYhV2yeaCS5ZAzgI1k4UI5EvWMsfXk/81gNTmsfyFkYJ60WkL3nIKQEjeTa+91QRzvAV7vpEZfWxp9hd1hXmhYB4CsaeXXBKzhR4mbhzUkBz1Dz7qxvENI2YBCqI1h3XSaCXEQWcCjbOd1PNEkKHpM86hkoSMd3LppeM8alRAhzGypQEPFV/T2Qk0noU+aYzIjDQi95E/M/rpBBe9jIukxSYpLOPwlRgiPEkFhxwxSiIkSGEKm52xXRAFKFgwsubENzFk5dJ87zklkuVerlQvZjHkUPH6AQVkYsqqIpuUA01EEWP6Bm9ojfryXqx3q2PWeuKNZ85Qn9gff4A5E+Z1Q==</latexit>

[Ar]{q̇(t)}+ [Br]{q(t)} = {0}

<latexit sha1_base64="SXA5POFixuqDGcmkgU6XDJufe/Y=">AAACFHicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSJUCmVGinUjVN24rGAfMDOUTJq2oZlHkztCGeYj3Pgrblwo4taFO//G9LHQ1gOBk3Puvck9XiS4AtP8NjIrq2vrG9nN3Nb2zu5efv+gqcJYUtagoQhl2yOKCR6wBnAQrB1JRnxPsJY3vJn4rQcmFQ+DexhHzPVJP+A9TgloqZMv2Vcd6TqJ0w0hGaVFOHVSXML29VQdze6X2ElMJ+3kC2bZnAIvE2tOCmiOeif/pcfS2GcBUEGUsi0zAjchEjgVLM05sWIRoUPSZ7amAfGZcpPpUik+0UoX90KpTwB4qv7uSIiv1Nj3dKVPYKAWvYn4n2fH0LtwEx5EMbCAzh7qxQJDiCcJ4S6XjIIYa0Ko5PqvmA6IJBR0jjkdgrW48jJpnpWtSrl6VynUzudxZNEROkZFZKEqqqFbVEcNRNEjekav6M14Ml6Md+NjVpox5j2H6A+Mzx9jrp0b</latexit>

Resultando em

E, para o movimento livre amortecido

Esta última equação nos oferece um sistema homogêneo de 2N equações
desacopladas. Cada uma delas possui solução da forma

Depende das CIs
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{x(t)} =
2NX

r=1

{ 0}rQ̄re
�rt

<latexit sha1_base64="g2Aq9TD1toSjDjCdXDttaFPIfbc="></latexit>

(�r + �p){ }Tp [M ]{ }r + { }Tp [C]{ }r = 0

<latexit sha1_base64="WA6E/quAK54aX+cZBbatE6UPqqk=">AAACOXicbVBLSwMxGMzWV62vVY9egkWoCGVXivUiFHrxIlToC7rrkk3TNjS7G5KsUJb+LS/+C2+CFw+KePUPmLar1NaBwGRmPpJvfM6oVJb1bGRWVtfWN7Kbua3tnd09c/+gKaNYYNLAEYtE20eSMBqShqKKkTYXBAU+Iy1/WJ34rXsiJI3Cuhpx4gaoH9IexUhpyTNrBYfpdBd5Ap7BH85PncThkjpjj9/VOzfu73Wamveq894VtDwzbxWtKeAysVOSBylqnvnkdCMcByRUmCEpO7bFlZsgoShmZJxzYkk4wkPUJx1NQxQQ6SbTzcfwRCtd2IuEPqGCU3V+IkGBlKPA18kAqYFc9Cbif14nVr1LN6EhjxUJ8eyhXsygiuCkRtilgmDFRpogLKj+K8QDJBBWuuycLsFeXHmZNM+LdqlYvi3lKxdpHVlwBI5BAdigDCrgGtRAA2DwAF7AG3g3Ho1X48P4nEUzRjpzCP7A+PoGhq6suw==</latexit>

�r�p{ }Tp [M ]{ }r � { }Tp [K]{ }r = 0

<latexit sha1_base64="yQYhjGUfo5Wh/Y6WSLMFSUUCzm4=">AAACNHicbVBLSwMxGMzWV62vVY9egkXwYtmVYr0IBS9CESr0Bbvrkk3TNjS7G5KsUJb+KC/+EC8ieFDEq7/B9KH04UBgMjMfyTcBZ1Qqy3o1Miura+sb2c3c1vbO7p65f9CQcSIwqeOYxaIVIEkYjUhdUcVIiwuCwoCRZtC/HvnNByIkjaOaGnDihagb0Q7FSGnJNysu0+E28sUv4W7qckndoc/va86t93cV8AzOeZVZ7wpavpm3CtYYcJnYU5IHU1R989ltxzgJSaQwQ1I6tsWVlyKhKGZkmHMTSTjCfdQljqYRCon00vHSQ3iilTbsxEKfSMGxOjuRolDKQRjoZIhUTy56I/E/z0lU59JLacQTRSI8eaiTMKhiOGoQtqkgWLGBJggLqv8KcQ8JhJXuOadLsBdXXiaN84JdLJTuivnyxbSOLDgCx+AU2KAEyuAGVEEdYPAIXsA7+DCejDfj0/iaRDPGdOYQzMH4/gF5zKvX</latexit>

Cont. ...

E, uma vez obtidas as soluções individuais, estas podem ser combinadas em

E, da solução livre amortecida podemos obter as seguinte condições de ortogonaliade

Onde r e p representam modos distintos !



45 Prof. Paulo S. VarotoSEM 5940 – Dinâmica Estrutural

Cont. ...

{ ⇤}Tr [K]{ }r
{ ⇤}Tr [M ]{ }r

=
Kr

Mr
= !2

r

<latexit sha1_base64="aVgHLyQEbZcjftZQPaKKQz9AO8s="></latexit>

{ ⇤}Tr [C]{ }r
{ ⇤}Tr [M ]{ }r

=
Cr

Mr
= 2!r⇣r

<latexit sha1_base64="ddFZeIRYRds/RGCKxeuRTNYFPsQ="></latexit>

[A]{ẋ}+ [B]{x} = {P}

<latexit sha1_base64="+XVXknfNtc1LJst9sr9n0WDqirM=">AAACCnicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+gQBGG0MpwXYerF4wT3Am0ZaZZuYWlaklQ2Ss9e/CpePCji1U/gzW9jtvWgm38I/Pg/z5Pk+fsxo1JZ1rdRWFpeWV0rrpc2Nre2d8zdvZaMEoFJE0csEh0fScIoJ01FFSOdWBAU+oy0/eHNpN5+IELSiN+rcUy8EPU5DShGSltd89C58tzU7UUqHWVuBk+hc62NkcZL6KYNN+uaZatiTQUXwc6hDHI1uuaXvg4nIeEKMySlY1ux8lIkFMWMZCU3kSRGeIj6xNHIUUikl05XyeCxdnowiIQ+XMGp+3siRaGU49DXnSFSAzlfm5j/1ZxEBRdeSnmcKMLx7KEgYVBFcJIL7FFBsGJjDQgLqv8K8QAJhJVOr6RDsOdXXoTWWcWuVmp31XL9PI+jCA7AETgBNqiBOrgFDdAEGDyCZ/AK3own48V4Nz5mrQUjn9kHf2R8/gDkV5m5</latexit>

{P} = {P0}ei!t

<latexit sha1_base64="4NWhKFwPjVm0DLb8JJQ6m8PIKsE=">AAACB3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEtBBovgqiRSrBuh4MZlBfuAJobJ9KYdOnkwMxFKyM6Nv+LGhSJu/QV3/o3TNgttPXC5h3PuZeYeP+FMKsv6Nkorq2vrG+XNytb2zu6euX/QkXEqKLRpzGPR84kEziJoK6Y49BIBJPQ5dP3x9dTvPoCQLI7u1CQBNyTDiAWMEqUlzzx2spaT4yusu2c5OdxnDDtxCEOCVY49s2rVrBnwMrELUkUFWp755QximoYQKcqJlH3bSpSbEaEY5ZBXnFRCQuiYDKGvaURCkG42uyPHp1oZ4CAWuiKFZ+rvjYyEUk5CX0+GRI3kojcV//P6qQou3YxFSaogovOHgpRjFeNpKHjABFDFJ5oQKpj+K6YjIghVOrqKDsFePHmZdM5rdr3WuK1XmxdFHGV0hE7QGbJRAzXRDWqhNqLoET2jV/RmPBkvxrvxMR8tGcXOIfoD4/MHOSuYPg==</latexit>

{P0} =

⇢
{f0}
{0}

�

<latexit sha1_base64="NcctL2DAhC/6p/RcMKCw1yITCd8=">AAACInicbZDLSgMxFIYz9VbHW9Wlm2ARXJUZKVYXQtGNywr2Ap1SMumZNjSTGZKMWIY+ixtfxY0LRV0JPozptIi2Hgh8/P9Jcs7vx5wp7TifVm5peWV1Lb9ub2xube8UdvcaKkokhTqNeCRbPlHAmYC6ZppDK5ZAQp9D0x9eTfzmHUjFInGrRzF0QtIXLGCUaCN1C+deWus63hhfYNvzoc9EehkSLdn92PbSILM8z6AB2wPR+7G7haJTcrLCi+DOoIhmVesW3r1eRJMQhKacKNV2nVh3UiI1oxzM64mCmNAh6UPboCAhqE6arTjGR0bp4SCS5giNM/X3jZSESo1C33Sa+QZq3puI/3ntRAdnnZSJONEg6PSjIOFYR3iSF+4xCVTzkQFCJTOzYjogklBtUrVNCO78yovQOCm55VLlplysns7iyKMDdIiOkYsqqIquUQ3VEUUP6Am9oFfr0Xq23qyPaWvOmt3ZR3/K+voGcgWjBg==</latexit>

Para estudarmos a resposta forçada harmônica, voltamos à equação não homogênea

Se r e p representarem um par complexo conjugado, temos
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[ 0]T [A][ 0]{ ˙q(t)}+ [ 0]T [B][ 0]{q(t)} = [ 0]T {P0}ei!t

<latexit sha1_base64="8cq/VPxn7biaECWKTPbbQiJ3fqE="></latexit>

[Ar]{q̇(t)}+ [Br]{q(t)} = {⌥0}ei!t

<latexit sha1_base64="1L8sebNYVKSqIdd/9jCahGuOm7U="></latexit>

Cont. ...

Aplicando novamente o desacoplamento modal, com condições iniciais nulas

onde [Ar] e [Br] são matrizes quadradas e diagonais (2N). Temos agora 2N equações
desacopladas e não homogêneas e para o r-ésimo modo de vibrar temos

q̇r(t)� �rqr(t) = ⌥re
i!t

<latexit sha1_base64="AZw5oSMlaEo8aCxq1FToj/6DdI4=">AAACJnicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWARdWGZE1I1QcONSwbZCpw6Z9LYGM8mY3BHK0K9x46+4caGIuPNTTB8LbT0QOJxzDzf3xKkUFn3/y5uZnZtfWCwsFZdXVtfWSxubdaszw6HGtdTmJmYWpFBQQ4ESblIDLIklNOL784HfeARjhVbX2EuhlbCuEh3BGTopKp2FbY35Qz8ye7hPD2goXbbNIkMfRtIZDWupFVIr6kS4zQUNdQJdRrFPo1LZr/hD0GkSjEmZjHEZld7cPp4loJBLZm0z8FNs5cyg4BL6xTCzkDJ+z7rQdFSxBGwrH57Zp7tOadOONu4ppEP1dyJnibW9JHaTCcM7O+kNxP+8Zoad01YuVJohKD5a1MkkRU0HndG2MMBR9hxh3Aj3V8rvmGEcXbNFV0IwefI0qR9WgqPKydVRuXo8rqNAtskO2SMBOSFVckEuSY1w8kReyBt59569V+/D+xyNznjjzBb5A+/7B6EbpAA=</latexit>

q̇r(t)� �rqr(t) =
1

ar
{ 0}Tr ei!t

<latexit sha1_base64="pgQIeiixLY0zk5OJi0fdI+85HbE="></latexit>

�r = � br
ar

<latexit sha1_base64="OSvNBb5qkqt+pwgV5vnffMVq6GQ=">AAACBnicbVDLSsNAFL2pr1pfUZciDBbBjSWRYt0IBTcuK9gHNCFMJpN26OTBzEQooSs3/oobF4q49Rvc+TdO2yy09cDA4ZxzuXOPn3ImlWV9G6WV1bX1jfJmZWt7Z3fP3D/oyCQThLZJwhPR87GknMW0rZjitJcKiiOf064/upn63QcqJEviezVOqRvhQcxCRrDSkmceO1yHA+wJdI3OkRMKTHLfE5NcSxPPrFo1awa0TOyCVKFAyzO/nCAhWURjRTiWsm9bqXJzLBQjnE4qTiZpiskID2hf0xhHVLr57IwJOtVKgMJE6BcrNFN/T+Q4knIc+ToZYTWUi95U/M/rZyq8cnMWp5miMZkvCjOOVIKmnaCACUoUH2uCiWD6r4gMsW5C6eYqugR78eRl0rmo2fVa465ebV4WdZThCE7gDGxoQBNuoQVtIPAIz/AKb8aT8WK8Gx/zaMkoZg7hD4zPH2YkmHA=</latexit>

ou



47 Prof. Paulo S. VarotoSEM 5940 – Dinâmica Estrutural

{q(t)} = {Q̄}ei!t

<latexit sha1_base64="vjkXJaKyFqkgGlj9LPcTP/g9Foc=">AAACDXicbVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxijES5gRUS9CwIvHBMwCmRh6OpWkSc9id40QhvkBL/6KFw+KePXuzb+xsxw08UHB470qqup5kRQabfvbyiwtr6yuZddzG5tb2zv53b26DmPFocZDGaqmxzRIEUANBUpoRgqY70loeMPrsd94AKVFGNziKIK2z/qB6AnO0Eid/JGb3BfxxE3pFXUT12MqqaZuCneJoG7oQ59RTDv5gl2yJ6CLxJmRApmh0sl/ud2Qxz4EyCXTuuXYEbYTplBwCWnOjTVEjA9ZH1qGBswH3U4m36T02Chd2guVqQDpRP09kTBf65HvmU6f4UDPe2PxP68VY++ynYggihECPl3UiyXFkI6joV2hgKMcGcK4EuZWygdMMY4mwJwJwZl/eZHUT0vOWemielYon8/iyJIDckiKxCEXpExuSIXUCCeP5Jm8kjfryXqx3q2PaWvGms3skz+wPn8AjwGbOw==</latexit>

Q̄r =

✓
1

i! � �r

◆
1

ar
{ 0}Tr

⇢
{f0}
{0}

�

<latexit sha1_base64="comu13m1uKV6DJpen9YZZB+v+7A="></latexit>

{x(t)} =
2NX

r=1

{ 0}
✓

1

i! � �r

◆
1

ar
{ 0}Tr

⇢
{f0}
{0}

�
ei!t

<latexit sha1_base64="z5w8boOlay3gzIaYiIPzSA1NhXc="></latexit>

Cont. ...

Como solução escrevemos

E, a amplitude modal do r-ésimo modo é dada por

E a solução completa fica então
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[H(!)] =
2NX

r=1

{ 0}r { 0}Tr
ar(i! � �r)

<latexit sha1_base64="qUdsJhSO6LQfomHn/VA1S3DC3sY="></latexit>

Hjk(!) =
Xj

Fk
(!) =

2NX

r=1

 jr kr

ar(i! � �r)

<latexit sha1_base64="m1kwx8XenK/DWjXUaQtZYrT8g34="></latexit>

Hjk(!) =
Xj

Fk
(!) =

NX

r=1

1

ar

✓
 jr kr

i! � �r
+
 
⇤
jr 

⇤
kr

i! � �⇤r

◆

<latexit sha1_base64="qHuKnjz9IrOP4OwOej/fqNM1HSw="></latexit>

Cont. ...

E da solução geral extraímos a matriz de das FRF do sistema com amortecimento
viscoso geral (não proporcional)

E um dos elementos desta matriz, Hjk(w) pode ser escrito de duas formas
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REAL COMPLEXO

Cont. ...

Modos reais versus modos complexos
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