1. INTEGRAL DE LINHA DE CAMPOS ESCALARES

Definigao 1.1. Considere uma curva parametrizada v : [a,b] — R™ de
classe C*.

(i) v é chamada lisa quando a derivada +/(¢) nao se anula, para
todo ¢ no intervalo aberto (a, b).
(ii) v é chamada simples quando 7(t) # 7(u), para todo ¢ e u no
intervalo aberto (a, b).
(iii) 7 é chamada fechada quando y(a) = v(b).

Seja 7 uma curva parametrizada lisa. A norma da sua derivada
|7/ (t)|| é a velocidade escalar de «y e se ||7/(t)|| = 1 dizemos que v estd
parametrizada pelo comprimento de arco. Neste caso o deslocamento
medido sobre o traco da curva coincide com a variagao do parametro.
Costumamos usar s para indicar o paramentro comprimento de arco.

Se f: D — R é uma fungao continua e v : [a,b] — D é uma curva
parametrizada lisa e simples, consideramos a integral de f sobre =,

denotada por | fds. Essa integral é definida através do limite de uma

gl
soma de Riemann e pode ser calculada pela féormula:

(L.1) /&w—/f Dl (8] e

Em particular
b
[as= [ Ivwna
0% a
é o comprimento de 7.

A integral em (1.1) ndo depende da parametrizagdo, ou seja, se
v(t), a <t <beo(u), c <u < dsao parametrizagoes lisas, sim-
ples e com um mesmo traco, entao por mudanca de variavel é possivel

concluir que
[ @il = [ ool

Exemplo 1.2 ( Lista 2 - (2 - b)). Calcule o comprimento da curva
v(t) = (tcost,tsent,t), onde 0 < t < /2.

Observamos que v'(t) = (cost — tsent,sent + tcost, 1) e portanto

I (t)]] = v2+t?. Sendo assim o comprimento de v é dado pela
1
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integral

\/5 \/5 \/5 t?
/ ||7’(t)|]dt:/ V2 + 12 dtzx/ﬁ/ 1+ 5 dt
0 0 0

Fazendo a mudanca de variavel

t 1
tgh = —, sec?fd) =—=dt e 0<6<mr/4
VG V2 =f=af

Obtemos

V2 2 w/4 /4
\/5/ 1+§ dt:2/ sec36’d0:2/ secl sec’ 0 df =
0 0 0

— [sec tgf + In|scch + tg 0] [i/* = V2 + In (1—1—\/5)

Acima usamos integragdo por partes para calcular uma primitiva de
sec® 0, chamamos u = secf e dv = sec? 6 df e chegamos que

1
/sec36d9 = §[se(:0 tgd + In|secd + tgb|]

2. INTEGRAL DE LINHA DE CAMPOS DE VETORES

Seja F=Pi+ Qj' um campo de vetores continuo em um aberto D

de R? e
Y(t) = (z(t),y(t)), onde a<t<b,
uma curva lisa e simples em D. Também usamos uma notagao vetorial
para v dada por
r(t) = x(t) i+ y(t) J.

O elemento de comprimento orientado associado a curva i é denotado
por dr' = dx i+ dy j. Entao também escrevemos

/ﬁM:/Pm+Q@,
Y i

que sao duas maneiras de denotar a integral de linha de F sobre 5.
Esta integral é definida como limite de uma soma de Riemann e para
computéa-la usamos a féormula:

b
(2.1) /PdI+Qdy:/ (P(x(t),y(t) 2'(t) + Q(z(t),y (1) y'(1)) dt.
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Sey(t), a <t <beo(t), c <s <dsao parametrizagoes lisas e simples
com um mesmo traco entao por mudanca de variavel é possivel concluir
que

/Pdm—l—Qdy = /Pd:}:—FQdy.
o o

Se FF'= Pi+ Qj+ Rf é campo continuo em um aberto D de R3 e
v(t) = (z(t),y(t), z(t)), onde a <t <béuma curva lisa simples em
D valem as notagoes andlogas inclusive a igualdade

/ﬁM:/PM+Q@+RM
Y

o

que pode ser calculada com a parametrizacao lisa e simples v de modo
analogo a (2.1).

Exemplo 2.1 (Lista 2 - (7 - d)). Calcule /a;d:c + (y+ x)dy + z dz,
il
sendo 7 a interseccao das superficies z = xy e 22 + y? = 1, orientada

de modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no
sentido horario.

Vamos ilustrar a férmula em (2.1) que chamamos de cdlculo direto.
Comecamos a parametrizando a curva . Aqui é facil notar que a
primeira e segunda componente de 7 satisfazem a equagao do cilindro
2%+ 1y? = 1 e isto nos leva a parametrizacao de « mas com a orientacao
invertida:

T = cosf
v y = senf
z =cosf senf

onde 0 < 0 < 27. Esta é uma parametrizacao lisa e simples de v e
portanto podemos uséa-la para clacular a integral desejada. Para isto
observamos que

dr = —sen 6 df
dr: dy = cos 6 df
dz = (—sen? 0 + cos? ) df
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Portanto, escrevendo /91: dr + (y + z)dy + zdz = —/ rdr + (y +
Y v
x)dy + zdz e ja fazendo algumas simplifica¢oes obtemos

/a:dx+(y+m)dy+zdz:

Y

27
=— / (cos® @ + cos 6 sen (— sen” 6 + cos® §) ) d@] =
0

27
S / (0052 0+ 86229 00529) d@]
0

27
_ / (1+00828+sen2060829) d&] _
. 2 2

[ sen 20 N sen® 207 |27
4 8

= —T

J— 9_
2

0

3. CAMPOS GRADIENTES NO PLANO

Nesta secao vamos intriduzir a classe dos campos gradientes que
possuem propriedades bem interessantes. Vamos comegar com o caso
de campos no plano e depois no espaco. Estas sao as situacoes que
vamos enfatizar mas o conceito de campo gradiente é o mesmo em
qualquer espago R".

Definicao 3.1. Seja F=Pi+ Q7 um campo de vetores continuo em

um aberto D de R2. Dizemos que F é um campo gradiente em D
quando existe uma funcao ¢ definida em D de classe C! tal que

— = 890 e 830 - 890 830
F - V = - _—_— 1 s _— = P _ =
% o 1+ By J, ou seja o e By Q
se verificam em todo (x,y) € D. Esta fun¢ao ¢ quando existe é cha-
mada de func¢ao potencial de F' em D.

O calculo da integral / F.d7 quando F éum campo gradiente pode

.
ser feito em termos de um potencial ¢ como afirma o teorema abaixo.
Este teorema é anédlogo ao teorema fundamental do calculo para fungoes
de uma variavel.

Teorema 3.2. Seja F um campo de vetores continuo em um aberto D
de R". Se F' € o gradiente de uma funcdo ¢ : D — R de classe C' e
v : |a,b] = D € uma curva lisa, entdo

/ﬁ.d?z o(v(b)) — v(v(a)).

Y
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Demonstracao. Relembramos inicialmente que a derivada de o(v(t))
em relagdo a t é dada por V(y(t)).7'(t). Entao temos

/ Fdi = / Yy (6) 7 (t) dt = / (o(v(®))" dt = p(r(B)) — p((a))

como no enunciado.

O

O corolario a seguir é uma consequeéncia imediata do Teorema 3.2.

Corolario 3.3. Se um campo de vetores continuo F' é um campo gra-

diente, entao a integral F.dF depende apenas do ponto final e do

.
ponto inicial da curva v. Em particular, se vy é uma curva fechada esta
integral € nula.

4. ROTACIONAL E CAMPOS GRADIENTES

Observe que se F=Pi+ Qf ¢ de classe C' em um aberto D de R?
e p é um potencial de F' em D, entdo ¢ é de classe C?. Portanto a
seguinte igualdade deve ser verificada:

0P _ Py _ P _0Q
oy  Oydxr Oxdy Ox

Logo concluimos que o campo de vetores Rot F' = (a—Q — 8_) k, cha-
x Y

mado de rotacional de F', é nulo. Este é o conteudo do teorema abaixo,
o qual fornece um critério que nos permite decidir se um dado campo
de vetores pode ser um campo gradiente.

Teorema 4.1. Seja F = Pi+ Q7 um campo de vetores de classe C*

em uma regido aberta D de R%. Se F' é um campo gradiente, entdo o

oP  0Q

—=—-emD.

dy Oy
O conteido deste teorema pode escrito de outra forma, como no

corolério abaixo.

seu rotacional € nulo, ou seja,

Corolario 4.2. Seja F=Pi+ QJj um campo de vetores de classe C"
em uma regiao aberta D de R%. Se o rotacional de F' nao é nulo, entdo
F nao é um campo gradiente em D.
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Exemplo 4.3. O campo F(x y) = zi + x], definido em D = R? tem
rotacional Rot F = j e portanto F ndo é um vetor gradiente em D.

A reciproca do Teorema 4.1 nao é verdadeira em geral, ou seja, um
campo de vetores de classe C! pode ter rotacional nulo em um certo
aberto D de R? e nao ser um campo gradiente em D.

Exemplo 4.4. Seja F = %, definido em D = R*\ {(0,0)},
T Y
possui rotacional nulo mas nao ¢ um campo gradiente em D.
De fato, se 7 é a curva fechada simples e lisa dada por () =

(pcosB, psend), onde p > 0e 0 <0 < 2, entao

/ —ydr+xdy /27r p* (cos? 0 + sen? 0) do
v Ty 0 p?
Como esta integral nao é nula concluimos pelo Teorema 3.2 que F nao é

um campo gradiente. Enfatizamos o fato que esta integral nao depende
do raio p.

= 2.

Exemplo 4.5. Consideramos as duas fungoes a seguir

o(x,y) = arctg(g), definida em R?\ {Eixo y}
T

W(x,y) = arctg(g), definida em R?\ {Eixo x}.
Y

O gradiente destas fungoes sao:
1 —Y - 1

Vol(z,y) + L~
Ty =——n—i =
O 7 R R W O e
N -y - -
o x2+y22+x2+y2‘]
Da mesma forma temos
B 1 15 1 —T -
L+ (z/y)?y 1+ (y/z)? o>
Yy - —Tr =
1
3:2 + y2 .Z'2 + y2 ]
Observe que
) ) ) i a
Vo(z,y) = =Vi(z,y) = F(r,y) = +
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Sendo assim F' é um campo gradiente em Q; = R?\ {Eixo x} e também
em 2y, = R?\ {Eixo y }. Por outro lado, como vimos acima, o campo

F nao é um campo gradiente no seu dominio maximo de defini¢ao que

é R*\ {(0,0)}.

5. POTENCIAL DE CAMPOS IRROTACIONAIS

Se F' = Pi+ Qj é um campo de classe C' em uma regiao aberta D
de R? e o seu rotacional é nulo, podemos tentar achar uma funcao ¢
que satisfaga as equagoes:

I ¢

— =P e —=0Q.

ox oy
Para isto usamos integragao, por exemplo, podemos integrar esta pri-
meira equacao em relagao a x e obter:

(5.1) p(r,y) = /P(I,y) dz + C(y) = ¢1(z,y) + C(y).

Derivando esta equacao em relagao a y e usando a segunda equacao
obtemos:

Q.y) = P(a.y) = 2wy + C'(y).

y dy
Escrevendo de outra maneira temos:
dp1
C'(y) = - — .
(y) = Q(z,y) 2y (z,9)

Aqui devemos observar que a funcao a esquerda da igualdade depende
apenas de y e portanto a fungao a direita também deve depender ape-
nas de y, ou seja, expressoes envolvendo x devem se cancelar. Este
cancelamento s6 ocorre se o rotacional do campo for nulo. Neste caso
temos

Q(r,y) — %(%y) = B(y)

e integrando C’(y) = B(y) em relacdo a y obtemos C(y) = [ B(y) dy.
Sendo assim, substituindo C'(y) na Equagao 5.1 concluimos que

o) = [ Payac+ [ By

Observamos que, como P e @ sao de classe C', as duas integrais (pri-
mitivas) do procedimento acima existem mas achd-las explicitamente
pode depender de técnicas mais avancadas de integragao pois eventual-
mente as fungoes envolvidas nao sao fungoes elementares como e ou

v1+zy.



Vamos achar o potencial de um campo de vetores para ilustrar o
procedimento acima.

Exemplo 5.1 (Lista 2-(23-b)). Verifique se o campo F(z,y) = (2ze¥ +
y)i + (2% + x — 2y)j é um campo gradiente em D = R? e no caso
afirmativo exiba um potencial ¢(x,y) para F'.

Iniciamos calculando o rotacional de F' para saber se um possivel
potencial ¢ pode existir. Como

op =2ze’4+1 e 8Q = 2ze’ + 1

8y or
concluimos que o rotacional de F é nulo em todo D. Entéo pode ser
que exista um potencial para F em D. De fato, vamos ver mais tarde
que neste caso (como o dominio D é simplesmente conexo) realmente
existe um potencial ¢ em D. Para calcula-lo adotamos o procedimento
que introduzimos acima para resolver as equacoes

0 0
(5.2) a—izQxey—l—y e a—(’;:x26y+x—2y
e achar ¢. Integrando a primeira equagao em relacao a x obtemos:
p(z,y) = 2%’ +ay + C(y).

Derivamos esta equacao em relacao a y e usamos a segunda igualdade
na Equacao 5.2 e obtemos

0
eV + 1 — 2y = ad = 2% + x4+ C'(y)
dy
Assim temos que C'(y) = —2y, portanto podemos escolher C’( )= —y

e resulta que ¢(z,y) = x%e¥ + ry — y? é um potencial para F em D.

2

6. CAMPOS GRADIENTES NO ESPACO

Podemos dizer que o conceito de campos gradientes no espago é
completamente andlogo ao de campos gradientes no plano.

Definigao 6.1. Seja F = Pi+Qj+R k _um campo de vetores continuo
em um aberto D de R®. Dizemos que F é um campo gradiente em D
quando existe uma funcao ¢ definida em D de classe C* tal que

= Op - Op - 0Op

:Vgoza—’b-i-@—y P k:



ou seja,

0 0 0

ZPop £-Q ¢ =R

ox dy 0z
se verificam em todo (z,y,z) € D. Esta fun¢ao ¢ quando existe é
chamada de func¢ao potencial de F em D.

Observe que se F=Pi+ Qj—i— Rk é de classe C' em um aberto D
de R? definimos o seu rotacional por

]k
P 0 0 o)
P @ R

Se ¢ é um potencial de F em D, entdao ¢ é de classe C2. Portanto as
seguintes igualdades devem ser verificadas:

oQ oP 0% 0%

= - =0
or Oy Oxdy 0Oyox
Analogamente temos
OP OR  d%p 0%

0z or  020xr 0x0z -

OR 0Q  d*¢ &y

oy 0z  Oyoz B 020y B

Logo concluimos que o rotacional Rot F' é nulo.

Concluimos que vale o teorema a seguir, analogo ao Teorema 4.1 e
também temos um critério que nos permite decidir se um dado campo
de vetores no espaco pode ser um campo gradiente.

Teorema 6.2. Seja F=Pi+ Qj + Rk um campo de vetores de classe
C' em uma regigo aberta D de R®. Se F' é um campo gradiente, entao
o seu rotacitonal é nulo em D.

Também temos o corolario abaixo.

Corolario 6.3. Seja F = Pi+ Q;—% Rk um campo de vetores de classe
CY em uma regiao aberta D de R%. Se o rotacional de F nao € nulo,
entao F' nao € um campo gradiente em D.
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Exemplo 6.4. O campo F(x y) = zi + x], definido em D = R? tem
rotacional Rot F' = j e portanto F nio é um campo gradiente em D.

Da mesma forma que a reciproca do Teorema 4.1 nao é verdadeira
em geral, a reciproca do Teorema 6.2 também nao é verdadeira em
geral.

—y i+ .rj + 3k
2 4+ y?
possui rotacional nulo mas nao ¢ um campo gradiente em D.
De fato, se 7 é a curva fechada simples e lisa dada por () =
(pcosB, psend,2), onde p>0e 0 <60 <27, entdo

Exemplo 6.5. Seja F = , definido em D = R3\ {Eixo z},

= 2.

/—ydx+xdy+3dz_/2”p2(00329+sen20) df
. 2 + 2 o P

Como esta integral nao é nula o campo F' nao é um campo gradiente.

Se F = Pi+ Qj+ Rk é um campo de classe C'' em uma regiao aberta
D de R? e o seu rotacional é nulo, podemos tentar achar uma funcao
@ que satisfaca as equagoes:

d¢ 390 d¢

£ =P -

ox 0z
Para isto usamos integracao como no caso de campos no plano, ressal-
tamos apenas que agora temos trés variaveis e trés equagoes.

~=Q - R.

Vamos passar diretamente para alguns exemplos para ilustrar a técnica
discutida acima.

Exemplo 6.6 ( Lista - (14-b)). Se fi, f2, f3 : R — R sao fungoes de
classe C' e F = (fi(x), f2(y), f3(2)), entdo F é conservativo.

Os campos do tipo acima, com todas as varidveis separadas, sao
muitos especiais. E facil ver que possuem potencial que também pos-
suem variaveis separadas. Portanto sao campos gradientes e também
conservativos. De qualquer modo vamos aplicar abaixo a técnica de
achar um potencial para um campo em geral e no caso deste exemplo

obtemos go(:v,y, z) = ¢1(x ) + SDQ(y) + 903(2), onde 1 (z ffl
2(y) = [ faly) dy e w3(2) = [ fa(2)
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E facil verificar que o rotacional de F é nulo e portanto podemos
tentar achar um potencial p(z,y, z) o qual deve satisfazer:

0 9, 0
e @2 = Ale), Gowy2) = hly) e Goy.2) = fi(e).

Integrando a primeira equacao e obtemos

o(z,y, 2 /f1 )dx + Ci(y, 2),

que derivando em relacao a y fornece

(o) = 5o o 2) = 50 2)

Entao integramos em relagao a y e obtemos

z) = /fg(y) dy + Cs(2)

e portanto ©(z,y, 2 /f1 dx—l—/fg )dy + Co(z). Derivando

em relagdo a z obtemos f3(z) = (3 (m y,z) = C4(2) e por integragao
z

em z concluimos que Cy(z f3(z)dz. Desta forma chegamos a

ol.y2) = [ Al M+/b g+ [ iz)dz

Concluimos que F é um campo gradiente e portanto é um campo
conservativo. Outro modo de verificar este fato e usar um teorema que
diz que todo campo de classe C*, definido em um dominio simplesmente
conexo e com rotacional nulo, é um campo conservativo.

Exemplo 6.7 ( Lista 2 - (23-c)). Verifique se o campo F(z,y,z) =
(222 + 8xy2)27+ (3a3y — 3:Ey)f— (4y%2% 4+ 2232)k é um campo gradiente
em D = R? e no caso afirmativo exiba um potencial o(z,y, 2) para F.

Inicialmente vamos calcular o rotacional de F'.

i j k
R F(l’,y,Z) % (,% % =

222 + 8xy? 3xdy — 3zy  —(42%y% + 2232)
Portanto o rotacional
Rot ﬁ(m, y,2) = —8yz* i+ 62227 + (92%y — 3y — 162y) k
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nao é nulo e concluimos que F' nao é um campo gradiente em D.

Exemplo 6.8 ( Lista 2- (23-d)). Verifique se o campo ﬁ(:c,y, z) =
(4 2)i — (y+ 2)j + (& — y)k é um campo gradiente em D = R? e no
caso afirmativo exiba um potencial p(x,y) para F'.

Inicialmente vamos calcular o rotacional de F'.

i j k
Rot F(z,y,2) = 2 a% 2 =0

r+z —(y+z2) -y

Como o rotacional de F é nulo podemos tentar achar um potencial
para F' em D. Para isto precisamos achar uma funcao ¢(z,vy, z) que
satisfaca as equacoes:

O _ i, 99 ¢

—=r4+z —=—-Yy—z € — =x—1.

ox dy 4 0z J
Comecamos integrando a primeira equagao em relacao a x e obtemos

2

T
§0($,y72> =S trz+ Cl(ya Z)

2
Derivamos esta igualdade em relagao a y e obtemos:
”— 8@ . 801
Y Oy Oy

Agora integramos em relagao a y e obtemos:
2

Ci(y,2) = =% —yz + Co(2).

Agora temos que
2 2 2

s xXr
()O(CL’,y,Z) :?—l—xz—i-Cl(y,Z):?—FxZ—%—yz—l—Cg(z)

Derivando em relagao a z obtemos:

r—y= g—f =x —y+ Cy2).
Com isto concluimos que C4(z) = 0 e portanto podemos escolher
C5(z) = 0. Sendo assim chegamos que
2 2
olx,y,2) = —— = +zz—yz.

2 2
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é um potencial de Fem D.

7. CAMPOS CONSERVATIVOS

Os campos de vetores conservativos aparecem na natureza com grande
frequéncia, como exemplo podemos citar a for¢a peso ou o campo
elétrico associado a uma carga puntiforme. Assim como no caso dos
campos gradientes esse conceito existe no contexto decampos no R”
mas vamos enfatizar o cason =2 en = 3.

Definicao 7.1. Seja F' um campo de vetores continuo em um aberto
D de R". Dizemos que F' é um campo conservativo em D se uma das
seguintes propriedades equivalentes ocorre:

(i) /ﬁ.d?z 0, para toda curva 7, lisa e fechada em D.
Y

(ii) / F.di = /ﬁ.dﬁ para todas curvas lisas e fechadas a e  em
a B

D que possuem os mesmos pontos iniciais e finais.

Se F' ¢ um campo conservativo, a integral fv F.d7 ndo depende de v,
depende apenas do ponto inicial p; e do ponto final p; de . Por isto
usamos a notacao fpp, ! F.dr neste caso.

De acordo com o Corolario 3.3, todo campo gradiente é um campo
conservativo. A reciprova deste fato também é verdadeira.

Teorema 7.2. Se F' € um campo conservativo em um aberto D de R™,
entao F' é um campo gradiente em D.

Demonstracao. Consideramos um campo conservativo F em um aberto
D de R™ e vamos mostrar que F possui uma fungao potencial ¢ definida
em D. Para simplificar o argumento vamos supor que n = 2 e F =
Pi+Qj.

Para definir ¢ escolhemos e fixamos um ponto (xg,yp) em D. Se
(x,y) é um ponto arbitrario em D, definimos

(xy)
o(z,y) :/ F.dr,
(z0,y0)
onde p; = (xg,%0) é o ponto inicial e py = (z,y) é o ponto final.
Resaltamos aqui que ¢(x,y) estd bem definida porque por hipétese a
integral acima depende apenas do ponto inicial (zg, yo) que esta fixado
e do ponto final final (x,y).
Vamos mostrar que valem as igualdades

Op dp
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Para isto lembramos que

8_90( e(@+ h,y) — o(z,y)

Ox h ’

quando este limite existe. Entao verificar a primeira igualdade em (7.1)
é equivalente a mostra que

) =

hov) —
(7.2) o | £E Ry —p(y) P@?y)‘ o,
h—o h
Mas temos o seguinte
(@ +hy) — ey
RN AN pay)| -
1 (z+hy) (zy)
= |- / F.df—/ F.dr—hP(z,y) || =
h (z0,%0) (z0,90)
1 (z+hy) (z+h,y)
=7 / F.di = h P(z,y)| < o [P(s,y) — Pz, y)| dt <
‘h‘ (z,y) ’h’ (z,y)

h
< %max{lp(s,y) — P(z,y)]: onde z<s<uxz+h}
Como max{|P(s,y) — P(x,y)|: onde z<s<uz+h} tende a zero
quando h — 0 concluimos a validade de (7.2) como queremos. A
segunda igualdade em (7.1) pode ser verifica de modo anélogo e a
omitiremos.

U

8. TEOREMA DE GREEN

Uma versao particular do Teorema de Green relaciona a integral de
campos de vetores de classe C!' no plano ao longo de curvas fechadas
lisas e simples com a integral dupla da parte escalar do seu rotacional na
regiao do plano limitada pela curva. Este teorema ¢ a ferramenta mais
importante para se calcular integrais de linha de campos de vetores.

Uma curva de Jordam é uma curva v : [a, b] — R? continua, fechada
e simples. Foi provado por Jordam que uma tal curva divide o plano
R? em duas partes, uma parte limitada e outra ilimitada.
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Definigao 8.1. Um conjunto D de R? é chamado de simplesmente co-
nexo, se toda curva de Jordam em D limita uma regiao inteiramente
contida em D. Isto é equivalente ao fato de que toda curva de Jor-
dam possa ser deformada continuamente a um ponto de modo que a
deformagao nao saia de D.

Exemplo 8.2. O aberto D = {(z,y) € R* : (z,y) # (0,0)} ndo ¢
simplesmente conexo.

Teorema 8.3 (teorema de Green). Sejam vy, . ..,Y, curvas de Jordam
que se satisfazem as sequintes propriedades:

(1) Y1, .-, sao fechadas, simples e duas-a-duas disjuntas.
(i) Vi, ...,V limita uma regigo T de R?.
(iii) v1,...,7n estdo orientadas positivamente, ou seja, I' fica a es-
querda de cada Vi, ..., Yn-

Se F=Pi+ QJ € um campo de vetores de classe C* definido em um
aberto D de R? que contem T, entdo vale a sequinte igualdade:

/ U%Pd:chQdy—// <@_3_P) dudy

Demonstra¢ao. Vamos dar uma ideia da prova deste teorema no caso
particular de uma unica curva de Jordam que limita uma regiao I' do

tipo
p:{am <
a < =z

onde « e f§ sao fungoes continuas em [a, b].
A fronteira de I' é constituida de quatro curvas, a saber:

o1(z) = (z,a(z)), onde a<w<b,

Blx)
; ,

IAIA

(z,
o3(x) = (b,y), onde afb) <y < B(b),
o3(x) =(a+b—z,8(a+b—1x)), onde a<x<hb,
ou(r) = (a,a(a) + B(a) —y), onde afa) <y < H(0)

A curva oy é o grafico da fung¢ao « percorrido de (a, a(a)) até (b, a(b)),
o9 € 0 segmento de reta vertical de (b, a(b)) até (b, 5(b)), o3 é o grafico
de b percorrido de (b, (b)) até (a,(a)) e o4 é 0 segmento de reta de
(a,B(a)) até (a,a(a)). Isto implica que a fronteira de I' estd orientada
positivamente.

Entao basta provar que
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/ P(z,y)dx = —//a—P(w,y) dzdy
o1UoaUo3Uys I ay
0
[ e [[ Ty
o1UoaUo3Uys I y

Vamos verificar apenas esta primeira igualdade uma vez que a segunda
¢é completamente analoga. Para isto observamos que:

/ P(z,y)dx = / P(z,y)dx =
o1UooUozUys o1Uos

b b
:/ P(m,a(az))das+/ Pla+b—z,8(a+b—2))dr =

- /abp(x,a(x))dx _ /abp(:z:,ﬁ(a:)) dr = — /ab (P(z, B(z)) — Pz, a(x))) do =
- _/abéf:j)g—];(x7y)dydx= —/Ag—g(m,y)dxdy
U

Teorema 8.4. Seja F = Pi+Q 7 um campo de classe C* no aberto D
de R%. Se D ¢é simplesmente conexo e o rotacional de F' € nulo, entdo
F' é um campo conservativo em D.

Demonstra¢ao. Seja vy uma curva de Jordam em D e I' a regiao limitada
correspondente. Como D é simplesmente conexo a regiao I esta contida
em D e pelo Teorema 8.3 podemos escrever

B 0Q oP B
/Wpdeery_//r (g(%y)—%(%y)) dxdy = 0.

Entao segue que a integral de F sobre toda curva fechada em D é nula
e portanto F' é conservativo em D.

Para finalizar vamos combinar os Teoremas (3.2), (4.1), (7.2), (8.4),

(8.3) e (8.4).

Teorema 8.5. Se ' = Pi+ Qj um campo de classe C* no aberto D
de R? entdo valem as sequintes implicacoes:

(i)

F ¢ campo gradiente em D < F € campo conservativo em D

— O rotacional de EF € nulo em D
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(ii) Se D ¢é simplesmente conexo entdo vale a implica¢ao
O rotacional de F é nulo = F ¢é campo conservativo em D

4

Exemplo 8.6 (Modificagao de Lista 2 -(10-c)). Calcule /(y+eﬁ) dx+

N
(22 +cos y?) dy, onde v é a fronteira da regido limitada pelas parabolas

y = 2% e y = 3z — 2 percorrida no sentido anti-horario.

Etapa 1 (Dominio do campo). F(z,y) = P(z,y)i+ Qz,y)j =
(y+eY®) i+ (2z 4 cosy?) j e seu dominio é o semi-plano D = {(z,y) €
R?: z > 0} o qual é simplesmente conexo. Também temos que F é de
classe C! em D.

Etapa 2 (Rotacional do campo).
oP 0 - = -
a—y(m,y)zl e a—?(x,y)zZ = Rot F(z,y) =k
Etapa 3 (Regiao limitada).
r. ? < y < 3z-2
11 <z <2

A regiao I' estd contida no aberto D que é o dominio de F' e sua fron-
teira é a curva 7, onde a orientacao anti-horaria é positiva.

Etapa 4 (Teorema de Green).

2 (322
/(y+e\/5)dx+(2x+cosy2)dy://dxdy: dydx =
ol r 1 2
? 3712 11
:/ (3:10—2—:172)da7: §x2—2x—x— ‘ :——Z—ZZZ,
! 2 3/h™ 72 376

Exemplo 8.7. Calcule a integral /

o

x2

2
T + % = 1, orientada no sentido horario.
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—yi+aj
aberto D = R*\ {(0,0)} o qual ndo ¢ simplesmente conexo. Também
temos que F é de classe C em D.

(Dominio do campo). O dominio do campo F =

Etapa 1 (dominio do campo). ﬁ(:c,y) = P(z,y)i + Qz,y) ] =
(y+eY®) i+ (2z 4 cosy?) j e seu dominio é o semi-plano D = {(z,y) €
R?: x > 0} o qual é simplesmente conexo. Também temos que F ¢ C*
em D.

Etapa 2 (Rotacional do campo). Um cdlculo simples mostra que
Rot F = 0, trata-se de um campo irrotacional em D.

Etapa 3 (Regiao limitada). A regido limitada por v nao estd
contida em D. Isto nos obriga acrescentar mais uma curva. Seja
a(f) = (pcos,psend), onde 0 < § < 27. Escolhemos o raio p > 0
suficientemente pequeno para que os tracos de v e o nao se interseptem.

Agora consideramos a regiao I' interior a curva -y e exterior a curva
o, a qual estd contida no aberto D. Observamos apenas que a o esta
orientada negativamente em relacao a esta regiao I.

Etapa 4 (Teorema de Green).

/—yd:c—l—a:dy /—ydx—irxdy _0
L wr P . Ty

Mas ja vimos no Exemplo 4.4 que esta integral sobre o ¢é igual a 2,
independentemente do raio p > 0. Desta forma concluimos que

—ydr +xdy
— s 2T
v TEFy



