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Processo de Poisson Homogéneo

Considere N(t) o nimero de ocorréncias de um determinado evento
no intervalo (0, t).

Esse eventos formam um Processo de Poisson com taxa A, A > 0 se
@ N(0) = 0. As ocorréncias de eventos em intervalos disjuntos
sdo independentes.

@ A distribuicdo no nimero de eventos num determinado

intervalo depende apenas do comprimento deste intervalo e
ndo de sua localizacdo.

° P(N(h) =1)
== =
PN >2)
h—0 h
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Processo de Poisson Homogéneo

Seja Xj o intervalo de tempo entre as ocorréncias dos eventos j — 1
eje

oS
j=1

Podemos mostrar que:
e N(t) tem distribuicdo Poisson(At).
@ Xy, Xs,...,X, s3o independentes e identicamente distribuidas
com distribuicdo Exp(A).
e S, tem distribuicio Gama(n, \).
o E[Sp] = 3 e Var[S,] = 1.
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Algoritmo de Simulacdo do PP Homogéneo

(i) Faca S=0e/=0.

(ii) Simule um nimero aleatério u e faga x = —3/n(u).
(iii) Faga S =S+ x. Se S > t pare.

(iv) Faga I =141, y(I) =S e volte a (ii).

Obs: y(1),y(2),...,y(l) sdo os valores simulados para os tempos
de chegadas do processo. O valor de / representa o nimero de
chegadas.
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Processo de Poisson Homogéneo

Exercicio: Onibus chegam a um evento esportivo de acordo com
um PPH com taxa de 5 por hora. Cada 6nibus pode conter
20,21, ...,40 torcedores com igual probabilidade,
independentemente do 6nibus.

(a) Determine o nimero esperado de torcedores que chegam ao
evento em 1 hora e sua variancia.

(b) Descreva e implemente um algoritmo para simular o nimero de
torcedores que chegam em 1 hora.
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Processo de Poisson Homogéneo

Solucio:

N = N(1) é o nimero de 6nibus que chegam ao evento em 1 hora.
Y; & o nimero de torcedores no 6nibus ;.

Suposicbes: N ~ Poisson(5) e Y; ~ Uniforme{20,21,...,40} .

N
T = > Yj é o nimero total de torcedores que chegam no evento.
j=1
Note que:
N
E[T|N]:Z:1E[YJ-|N]:N>< (22440) = 30N

J
Usando a propriedade E[T] = E[E[T | N]] e o fato de E[N] =5
temos

E[T] =30 x 5 = 150
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Processo de Poisson Homogéneo

Solucdo: Para obter a varidncia usamos a propriedade
Var[T] = E[Var[T | N]] + Var[E[T | N]]

Usando a independéncia entre os Y; temos que:

N
Var[T | N] = Var[)_ Y; | N] = NVar[Y]]
j=1

Mas Var[Y;] = 221 = 110 — 36 667
Logo,

110 110

Var[T] = —E[N] + Var[30N] = x 5+ 302 x 5 = 4683.33

Dp[T] = 68.43
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Processo de Poisson Nao Homogéneo

O processo ndo é homogéneo se a distribuicdo do nameros de
eventos depende também da localizacio do intervalo.

@ N(0) = 0. As ocorréncias de eventos em intervalos disjuntos
sdo independentes.

°
im P(exatamente 1 evento em (t,t + h)) _ A8
h—0 h
°
. P(dois ou mais eventos em (t,t + h))
lim =0
h—0 h

Obs: \(t) é denominada fungdo intensidade e a fungdo média é
dada por

t

m(t):/)\(s)ds t>0,

0
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Processo de Poisson Nao Homogéneo

Resultado 1: N(t+s) — N(s) é uma v.a. com distribui¢do
Poisson e média m(t + s) — m(s).

Resultado 2: Suponha que eventos ocorram segundo um PP
homogéneo de taxa A, mas nem todos sejam contados. Um evento
que ocorre no tempo t é contado com um probabilidade p(t),
independente do processo. Entdo os eventos contados formam um
PP ndo homogéneo com func¢do intensidade A\(t) = Ap(t).

Obs: O resultado 2 podera ser utilizado para simulacdo de um
PPNH com funcdo intensidade A(t). Primeiro buscamos um valor
A tal que A(t) < A. Depois obtemos as probabilidades de aceitacdo
dos eventos fazendo p(t) = @ Finalmente, simulamos de um
PPH com taxa A e aceitamos uma ocorréncia no tempo t com

probabilidade p(t).
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Processo de Poisson Ndo Homegéneo

o PPN H

A e D

T YD)
b —

/Pmbd;n')z*d( e A&fﬂ)‘ﬁﬁc
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Processo de Poisson Nao Homogéneo

Exemplo: Simular de um PPNH até o tempo t; = 10 com funcéo
intensidade linear
A(t)=10+1t, 0 <t <10.

Note que A(t) < 20.

A probabilidade de aceitacdo é p(t) = %_

Essa probabilidade comeca com o valor 1/2 e aumenta com o
crescimento de t.

Algoritimo:

(/) Simula x* de um PPH com taxa 20 e um nimero aleatério u.
(ii) Se u < 1% entdo faca x = x*. Caso contrério, volte a (i).
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Aplicacdo: Sistemas de Filas

@ Clientes chegam de acordo com um PP (homogéneo ou néo
homogéneo).

@ Sistema com um (nico servidor. Se o servidor esta livre o
cliente é atendido, caso contrério o cliente espera na fila.

@ O tempo que o servidor demora para atender o cliente € uma
v.a. Y com distribuicdo G.

@ A partir de um tempo T n3o chegam mais clientes no sistema
e 0s que ja estavam s3o atendidos.
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Fila com um (nico servidor

Interesse: Simular este sistema para determinar:

@ o tempo médio gasto pelo cliente no sistema.

@ o tempo médio, a partir de T, que o altimo cliente demora
para sair.

Marcia Branco e Andressa Cerqueira Anélise de Dados e Simulacdo



Fila com um dnico servidor (algoritmo)

Variaveis
o Variavel de tempo: t

@ Variaveis contadoras: Nja: namero de chegadas
Np: nimero de saidas

@ Variavel de estado do sistema: n: nimero de clientes no
sistema

@ tp: tempo da préxima chegada de cliente
tp : tempo para o cliente ser atendido pelo servidor
tp = oo se ndo tem clientes no sistema para serem atendidos

Variaveis de interesse
e A(/) : tempo de chegada do cliente i
e D(i) : tempo de saida do cliente i

@ T, : tempo da ultima saida depois do tempo T
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Fila com um dnico servidor (algoritmo)

Inicializacdo:
et=n=Na=Np=0

@ Gere Tpefacaty= Tpe tp = 0

Caso 1: tg<tpeta<T
@ Facat=1tyg, Na=Na+len=n+1
o Gere Ty efaca tqy = T;
@Sen=1gereYefacatp=t+Y
o Faca A(Npy) =t
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Fila com um dnico servidor (algoritmo)

Caso 2: tp < ta, tp < T
@ Facat=tp, Np=Np+len=n—-1

@ Se n =0 fagca tp = co. Caso contrério, gere Y e faca
tp=t+Y
e Faca D(Np) =1t

Caso 3: min(ta,tp) > T, n>0
@ Facat=tp, Np=Np+len=n—-1
o Gere Ty efaca ty = T;
@Sen>0gereYefacatp=t+Y
e Faca D(Np) =1t

Caso 4: min(ta,tp) > T, n=0
e Faca T, = max(t— T,0)
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Suponha que clientes chegam a um banco segundo um processo de
Poisson com taxa 10 por hora. O banco possui apenas um servidor
e a fdp do tempo de servico é g(y) = 20e~4%(40y)?, y > 0. O
banco permanece aberto por 9 horas, sendo que depois dessas 9
horas apenas os clientes que ja estavam na fila sdo atendidos.
Determine o tempo médio que o cliente gasta no banco e o tempo
médio que o funcionario trabalha a mais durante 100 dias.

Y ~ Gama(3,40): tempo de atendimento do servidor

Simular os tempos de chegada do processo de Poisson com taxa 10.
Definimos Ts como o tempo da primeira chegada depois do
instante s.

e Simule U ~ Unif(0,1)

1
@ Faca T, =s— E/ogU
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@ Programa feito no R.

e Saidas:
A(i) : tempo de chegada do cliente i
D(i) : tempo de saida do cliente i
Tp : tempo da dGltima saida depois do tempo T

@ Resultados:
Média do tempo no sistema: 0.2050012
Meédia do tempo extra: 0.1672725
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Exercicio

Utilizando a mesma situacdo do Exemplo 1, determine o tempo
médio que o cliente gasta no banco e o tempo médio que o
funcionério trabalha a mais durante 100 dias, considerando que os
clientes chegam ao banco segundo um processo de Poisson com
taxa A, para A = 5,15 e 20. Interprete os valores obtidos e os
compare com os valores de \.
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