SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

1. INTRODUCAO

Um sistema de equacoes diferenciais na forma normal ¢ escrito na
forma

) =gt w1, 20,0, 2p)

rh = go(t, x1, 2, -+, 2p)
(1)

x = gn(t,x1, 00, -+ , 1)

Alguns exemplos de sistemas apareceram aqui como modelos de
circuitos elétricos e propagacao de epidemias, como vimos. Uma
observacao importante ¢ que uma equacao de ordem maior que um
na forma normal:

x(”) — f(t, x, CC/, . 73:(”_1))

pode ser transformado no sistema equivalente:

/
/ _
xn—l Ln
/
Ly = f(taxlax%"' 73771)
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Se as fungoes g1, g2, -+ , gn que comparecem no sistema (|1f) sao
lineares nas variaveis x, Ty, T, - - - £, temos o sistema de equacoes
diferenciais lineares:

{113'/1 = O,H(t)l‘l + alg(t)xg IR CLm(t)xn + hl(t)
x'z = a21<t)5€1 -+ azz(t)xz + -+ azn(t)ilfn -+ hg(t)

(2)

T = a1 (£)x1 + apa(t) T2 + -+ - + anpn(t) T, + hy(t)

Se as fungoes hy(t), ho(t), -+ , hyp(t) sdo todas nulas, temos o sis-
tema linear homogéneo associado a

.73/1 = a,n(t)xl + alg(t).iL’Q + -+ aln(t)xn
56/2 = azl(t)xl + a22<t)x2 + 0+ agn(t)xn

(3)

T = a1 (£)x1 + apa(t) T + - - + @ (t) ),

Se X, A e h denotarem, respectivamente, as matrizes:

i Il(t) ) [ an(t) Cblg(t) s aln(t) ) i h1(t> ]
X — xg(t) A _ as Cbgg(t) s agn(t) o h _ hg(t)

I x,(t) ] I an1(t) apol(t) -+ app(t) ] I hn(t) .
podemos escrever o sistema na forma matricial
(4) x'=Ax+h

e o sistema homogéneo associado ({3) na forma

(5) x = Ax.
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Exemplo 1. O sistema linear homogéneo:

= 3v+4y
y = 5r — Ty,
pode ser escrito na forma matricial: ¥ = Az, sendo
| x(t) |13 4
== 3 [ 4= {5 1],

Defini¢ao 2. Uma solugao de @ no intervalo I é uma funcao

z1(1)
t
a valores vetoriais. x = 332:( ) , tal que as funcoes
| Znlt)
x1(t), zo(t), - -+ ,x,(t), sao solugoes do sistema (2) no intervalo
I.
Exemplo 3.

1 _ e 2 3 3ebt
R I s e S S

sao solucoes do sistema x = Az, sendo

13
A- [5 3] .
Para sistemas de equacoes lineares vale o seguinte resultado de

existencia e unicidade

Teorema 4. Suponhamos que as funcoes
all(t)a a1 (t)v T, 0l (t)v T 7ann(t) € hl (t)v hn(t) Sejam continuas
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no intervalo 1. Entao, para cada vetor
- -

)

0 Lo

existe uma unica solucao

@alt)

do problema (), definida no intervalo I contendo 0 e satis-

fazendo a condigdo inicial z(0) = o°.

Muitas propriedades das solucoes de ({)) e () sao andlogas as obti-
das para equacoes lineares de ordem mais alta. Em particular, vale
o Principio da superposicao:

Lema 5. Se @ e @ sdo solugoes de (3) e c¢1, o sdo constantes
entdo x, = c1x + comy € solucao de (3)).

Lema 6.
e Se x € solucao de e y, € solucao de (3) entdo y = z+ x,
também é solucdao de (2).
e Se & e x sdo solucoes de (2), entdo e x, = T — Ty €
solugcao de (3)).

Como consequeéncia, se X, for uma solucao fizada de (2)), entdo

qualquer solugao de (2)), serd da forma x = x, + x;,. sendo x;, uma
solucao de (3)).

Lembremos agora a definicao de dependeéncia e independencia lin-
ear.
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Definicao 7. Dizemos que as fungoes (vetoriais) @, @z, -+ , &y,
definidas em um intervalo I sao linearmente dependentes (L.D.)
se existirem constantes nao todas nulas, cq1,c9,- - ,c, tais que
cxy+exr+---+ce,x, =0 em I . Caso contrdrio, dizemos que
Ly, L.

Fquivalentemente, x;, @, - - - , @, sao linearmente independentes
se a igualdade cix; + coxs + - + ¢,y = 0 em I implicar que
cp=cy=---=c¢,=0.

As definicoes e resultados seguintes sao analogos aos obtidos no caso
de equacoes lineares de ordem 2. As demonstracoes dos resultados
também sao similares e serao omitidas aqui.

Definicao 8. Se 1, @, - - , @, sdo funcoes vetoriais (a valores
em R") no intervalo I, definimos o determinante Wronskiano de
T, T, ,x, em I, por

o do -
() t) (¢
W[ZEl,J)Q,"' 7%}(t): :l:g )
() T, (t) - Z(t)
Proposicao 9. Se ¢, ¢, ,x, T, 2, -+ , T, Sao funcoes ve-

toriats no intervalo I, linearmente dependentes, entao
Wiz, 2, -+ ,x,] =0 em I.

Lema 10. Se @, @, - - - , @, sao solucoes L.1I. da equacao no
intervalo I, entdo Wlxy, xy, -+, x,] # 0, para todo x € 1.

Teorema 11. Se oy, o, - - - , @, sao solucoes linearmente indepen-
dentes de (3)) entdo todas as solugdes de (3) sdo da forma:

r=cx +cxr+---+c,x,, 1,9, ,C, constantes reais .

Observacao 12. Em wvista do Teorema [11, para encontrar a
solugdo geral da equagdo (2)), precisamos
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e Encontrar uma solucdo particular de (2)).
e Fncontrar n solugoes L.1. de ({3)).

Além disso, n solucoes T, xy, -+ , @, de (3) serdo L.I. se
Wlxy, @, - -+, x,)(t) # 0 em algum ponto t € I <=
Wlaxy, x, - -+, x,)(t) # 0 para todo t € 1.
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