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EXERCÍCIO 01 – ITEM A)

Parâmetros envolvidos: F’, c, V, ρ, μ,α (F’ é força por unidade de comprimento)

Amlicando o teorema de П da análise dimensional:

Sendo 6 variáveis e conjunto de dimensões fundamentais MLt: 

𝐹′ =
𝑀

𝑡2
𝑐 = 𝐿 𝑉 =

𝐿

𝑡
𝜌 =

𝑀

𝐿3
𝜇 =

𝑀

𝐿𝑡
𝛼 = 1

Matriz dimensional: 

α

t

F’ c V ρ μ

M

L

1

0

-2 0

0

1

0

1

-1

1

-3

0

1

-1

-1 0

0

0

parâmetros selecionados: c, V, ρ

Número de equações dimensionais: 6-3=3
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EXERCÍCIO 01 – ITEM A)

Π1 = 𝐹´𝜌𝑎𝑉𝑏𝑐𝑑 ⇒ 𝑀𝑡−2 𝑀𝐿−3 𝑎 𝐿𝑡−1 𝑏 𝐿 𝑑 = 𝑀0𝐿0𝑡0

𝑀 :1 + 𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = −1

𝐿 :−3𝑎 + 𝑏 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −3 + 2 = −1

𝑡 : −2 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = −2

Π1 =
𝐹´

𝜌𝑉2𝑐

Π2 = 𝜇𝜌𝑒𝑉𝑓𝑐𝑔 ⇒ 𝑀𝐿−1𝑡−1 𝑀𝐿−3 𝑒 𝐿𝑡−1 𝑓 𝐿 𝑔 = 𝑀0𝐿0𝑡0

𝑀 :1 + 𝑒 = 0 ⇒ 𝑒 = −1

𝐿 :−1 − 3𝑒 + 𝑓 + 𝑔 = 0 ⇒ 𝑔 = 1 − 3 + 1 = −1

𝑡 : −1 − 𝑓 = 0 ⇒ 𝑓 = −1

Π2 =
𝜇

𝜌𝑉𝑐
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Π3 = 𝛼𝜌ℎ𝑉𝑗𝑐𝑘 ⇒ 1 𝑀𝐿−3 ℎ 𝐿𝑡−1 𝑗 𝐿 𝑘 = 𝑀0𝐿0𝑡0

𝑀 :ℎ = 0

𝐿 :−3ℎ + 𝑗 + 𝑘 = 0 ⇒ 𝑘 = 0

𝑡 : −𝑗 = 0 ⇒ 𝑗 = 0

Π3 = 𝛼

EXERCÍCIO 01 – ITEM A)

𝐹´

𝜌𝑉2𝑐
= 𝜙

𝜌𝑉𝑐

𝜇
, 𝛼portanto:
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EXERCÍCIO 01 – ITEM B)

Aplicando as leis de semelhança tem-se:

𝛼𝑚 = 𝛼𝑝 = 5°

𝑅𝑒𝑚 = 𝑅𝑒𝑝 ⇒
𝑉𝑚𝑐𝑚
𝜈𝑚

=
𝑉𝑝𝑐𝑝
𝜈𝑝

𝑉𝑚 = 𝑉𝑝
𝑐𝑝
𝑐𝑚

𝜈𝑚
𝜈𝑝

=
185𝑥103

3600

8

1
×

1𝑥10−6

1,88𝑥10−5
= 21,9 Τ𝑚 𝑠
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EXERCÍCIO 01 – ITEM C)

Aplicando a semelhança dinâmica tem-se:

𝐹′𝑝

𝜌𝑝𝑉𝑝
2𝑐𝑝

=
𝐹′𝑚

𝜌𝑚𝑉𝑚
2𝑐𝑚

⇒ 𝐹′𝑝 = 𝐹′𝑚
𝜌𝑝
𝜌𝑚

𝑉𝑝
2

𝑉𝑚
2

𝑐𝑝
𝑐𝑚

𝐹′𝑝 = 16000 ×
0,9

1000
×

Τ185𝑥103 3600

21,9

2

×
8

1
= 634 𝑁
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EXERCÍCIO 02 – ITEM A)

Utilizando a equação da continuidade em coordenadas cilíndricas:

1

𝑟

𝜕 𝑟𝑣𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0

Admitindo:

• Escoamento paralelo à parede

• Escoamento axissimétrico

• Regime permanente

⇒ 𝑣𝑟= 𝑣𝜃 = 0

⇒ Τ𝜕𝑣𝑧 𝜕𝜃 = 0

⇒ Τ𝜕𝑣𝑧 𝜕𝑡 = 0

1

𝑟

𝜕 𝑟𝑣𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0 ⇒ 𝑣𝑧 = 𝑣𝑧 𝑟
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Utilizando a equação de Navier Stokes na direção r:

𝜌
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

−
𝑣𝜃
2

𝑟
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑟
+ 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

−
𝑣𝑟
2

𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑣𝑟
𝜕𝜃2

−
2

𝑟2
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑣𝑟
𝜕𝑧2

+ 𝜌𝑔𝑟

Logo: 𝑟: 0 = −𝜌𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 −
𝜕𝑝

𝜕𝑟

Utilizando a equação de Navier Stokes na direção θ:

𝜌
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

−
𝑣𝑟𝑣𝜃
𝑟

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑧

= −
1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑟

−
𝑣𝜃
2

𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑣𝜃
𝜕𝜃2

−
2

𝑟2
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑣𝜃
𝜕𝑧2

+ 𝜌𝑔𝜃

Logo: 𝜃: 0 = −𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃

EXERCÍCIO 02 – ITEM A)
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Utilizando a equação de Navier Stokes na direção z:

𝜌
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜃

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝜃2

+
𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑧2

+ 𝜌𝑔𝑧

Logo: 𝑧: 0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

Integrando a equação de Navier Stokes na direção r:

0 = −𝜌𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 −
𝜕𝑝

𝜕𝑟
⇒ 𝜕𝑝 = −𝜌𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃𝜕𝑟

𝑝 = −𝜌𝑔𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 = −𝜌𝑔𝑦 ⇒ Τ𝜕𝑝 𝜕𝑧 𝑛ã𝑜 é 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑑𝑒 𝑟 𝑜𝑢 𝜃

EXERCÍCIO 02 – ITEM A)
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Integrando a equação de Navier Stokes na direção θ:

0 = −𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
⇒ 𝜕𝑝 = −𝜌𝑔𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝜕𝜃

𝑝 = −𝜌𝑔𝑟න
0

𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃𝜕𝜃 = −𝜌𝑔𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 = −𝜌𝑔𝑦 ⇒ Τ𝜕𝑝 𝜕𝑧 𝑛ã𝑜 é 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑑𝑒 𝑟 𝑜𝑢 𝜃

Derivando a equação de Navier Stokes na direção z em relação a z e lembrando que:

0 = −
𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑧

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

⇒
𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
= 0 ⇒

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0

EXERCÍCIO 02 – ITEM A)
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Integrando a equação de Navier Stokes na direção z em relação a r:

0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

=
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑟2 + 𝐶1

Integrando novamente a equação de Navier Stokes na direção z em relação a r:

𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

=
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑟2 + 𝐶1 𝑣𝑧 =

1

4𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑟2 + 𝐶1𝑙𝑛𝑟 + 𝐶2

Condições de contorno:

• Velocidade finita no centro do tubo (r=0)→C1=0

• vz =0 para r=R (princípio da aderência)→ 𝐶2 =
1

4𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑅2

EXERCÍCIO 02 – ITEM A)



AULA 18 - AULA DE EXERCÍCIOS 

13/30

Logo o perfil de velocidades é dado por:

𝑣𝑧 =
1

4𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑟2 − 𝑅2

EXERCÍCIO 02 – ITEM A)
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EXERCÍCIO 02 – ITEM B)

Aplicando a equação de energia entre duas seções 1 e 2 do escoamento:

𝑝1
𝛾
+
𝛼1𝑉1

2

2𝑔
+ 𝑧1 −

𝑝2
𝛾
+
𝛼2𝑉2

2

2𝑔
+ 𝑧2 = 𝑓

𝐿

𝐷

ത𝑉2

2𝑔

Como: 𝑧1 = 𝑧2(𝑡𝑢𝑏𝑜 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙)

𝑉1 = 𝑉2(𝑣𝑎𝑧ã𝑜 𝑒 𝑠𝑒çã𝑜 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒)

Δ𝑝

𝜌𝑔
= 𝑓

𝐿

𝐷

ത𝑉2

2𝑔
⇒ 𝑓 =

2Δ𝑝𝐷

𝜌𝐿 ത𝑉2
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EXERCÍCIO 02 – ITEM B)

A velocidade média é dada por:

ത𝑉 =
1

𝐴𝑡
න

𝐴𝑡

𝑉. 𝑛𝑑𝐴 =
1

𝜋𝑅2
න

𝐴𝑡

𝑣𝑧2𝜋𝑟𝑑𝑟

ത𝑉 =
1

2𝜇𝑅2
𝜕𝑝

𝜕𝑧
න

0

𝑅

𝑟3 − 𝑅2𝑟 =
1

2𝜇𝑅2
𝜕𝑝

𝜕𝑧

𝑅4

4
−
𝑅4

2
= −

𝑅2

8𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧

𝑣𝑧 =
1

4𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑟2 − 𝑅2Pelo item A:

ത𝑉 = −
𝑅2

8𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
𝐷2Δ𝑝

32𝜇𝐿
Sendo:

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −

Δ𝑝

𝐿
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EXERCÍCIO 02 – ITEM B)

Substituindo na expressão de f:

𝑓 =
2Δ𝑝𝐷

𝜌𝐿 ത𝑉2
=

2Δ𝑝𝐷

𝜌𝐿 ത𝑉
𝐷2Δ𝑝
32𝜇𝐿

=
64𝜇

𝜌ത𝑉𝐷
=
64

𝑅𝑒
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EXERCÍCIO 02 – ITEM C)
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EXERCÍCIO 02 – ITEM C)

ሶ𝑄 = ത𝑉𝐴𝑡A vazão volumétrica é dada por:

ത𝑉 =
𝐷2Δ𝑝

32𝜇𝐿
Sendo: 𝐴𝑡 =

𝜋𝐷2

4

ሶ𝑄 = ത𝑉𝐴𝑡 =
𝐷2Δ𝑝

32𝜇𝐿
×
𝜋𝐷2

4
=
𝜋𝐷4Δ𝑝

128𝜇𝐿
Logo:

ሶ𝑄 =
𝜋 × 0,007 4 × 1000 × 9,8 × 0,006

128 × 10−3 × 0,8
= 4,33𝑥10−6 Τ𝑚3 𝑠

Calculando o número de Reynolds: 𝑅𝑒 =
𝜌ത𝑉𝐷

𝜇
=
𝜌𝐷

𝜇

ሶ𝑄

𝐴𝑡
=
𝜌𝐷

𝜇

4 ሶ𝑄

𝜋𝐷2
=
4𝜌 ሶ𝑄

𝜋𝐷𝜇

𝑅𝑒 =
4𝜌 ሶ𝑄

𝜋𝐷𝜇
=
4 × 1000 × 4,33𝑥10−6

𝜋 × 0,007 × 10−3
= 788 < 2100 ⇒ 𝑙𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑟
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EXERCÍCIO 03 – ITEM A)

𝜕𝐶𝐴
𝜕𝑡

+ 𝑉. ∇ 𝐶𝐴 = 𝐷𝐴𝐵
𝜕2𝐶𝐴
𝜕𝑥2

+ ሶ𝐶𝐴 ⇒
𝑑2𝐶𝐴
𝑑𝑥2

=
𝑘1
𝐷𝐴𝐵

𝐶𝐴

Regime 

permanente Atmosfera 

estagnada→ 𝑉 = 0

Aplicando a equação de conservação de massa para NO2 (espécie A) tem-se

ሶ𝐶𝐴 = −𝑘1𝐶𝐴
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EXERCÍCIO 03 – ITEM A)

A solução geral da equação resultante é:

𝐶𝐴 𝑥 = 𝐶1𝑒
Τ𝑘1 𝐷𝐴𝐵𝑥 + 𝐶2𝑒

− Τ𝑘1 𝐷𝐴𝐵𝑥

Para determinar as constantes C1 e C2, utilizamos as seguintes 

condições de contorno:

𝐶𝐴 ∞ = 0 𝐶1 = 0

ቤ
𝑑𝐶𝐴
𝑑𝑥

𝑥=0

= −
𝐽𝐴,0
′′

𝐷𝐴𝐵
𝐶2 =

𝐽𝐴,0
′′

𝐷𝐴𝐵

𝐷𝐴𝐵
𝑘1

𝐷𝐴𝐵

Portanto: 𝐶𝐴 𝑥 =
𝐽𝐴,0
′′

𝐷𝐴𝐵

𝐷𝐴𝐵
𝑘1

𝑒− Τ𝑘1 𝐷𝐴𝐵𝑥
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EXERCÍCIO 03 – ITEM B)

Da equação de gases perfeitos:

No solo (x=0): 𝐶𝐴 0 =
𝐽𝐴,0
′′

𝐷𝐴𝐵

𝐷𝐴𝐵
𝑘1

𝑝𝐴 0 = 𝐶𝐴 0 ത𝑅𝑇

𝐶𝐴 0 =
𝐽𝐴,0
′′

𝐷𝐴𝐵

𝐷𝐴𝐵
𝑘1

=
𝑝𝐴 0

ത𝑅𝑇
𝐽𝐴,0
′′ =

𝑝𝐴 0 𝐷𝐴𝐵
ത𝑅𝑇

𝑘1
𝐷𝐴𝐵
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EXERCÍCIO 03 – ITEM B)

Substituindo os valores numéricos para a condição crítica:

𝐽𝐴,0
′′ =

𝑝𝐴 0 𝐷𝐴𝐵
ത𝑅𝑇

𝑘1
𝐷𝐴𝐵

𝐽𝐴,0
′′ =

2𝑥10−6 × 0,15 × 10−4

8,314 × 10−2 × 300

0,03

0,15𝑥10−4
= 5,38𝑥10−11 Τ𝑘𝑚𝑜𝑙 𝑠.𝑚2
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EXERCÍCIO 04 – ITEM A)

Aplicando a equação de conservação de energia para o jato:

𝑝1
𝛾
+
𝑉1
2

2𝑔
+ 𝑧1 −

𝑝2
𝛾
+
𝑉2
2

2𝑔
+ 𝑧2 = 0 𝑉𝑗 = 2𝑔𝑧𝑗 = 9,90 Τ𝑚 𝑠

Aplicando a equação de conservação de massa para o jato:

ሶ𝑄𝑡𝑢𝑏𝑜 = ሶ𝑄𝑗 ⇒ ത𝑉𝑡𝑢𝑏𝑜𝐴𝑡𝑢𝑏𝑜 = ത𝑉𝑗𝐴𝑗

ത𝑉𝑡𝑢𝑏𝑜 = ത𝑉𝑗
𝐷𝑗

𝐷𝑡𝑢𝑏𝑜

2

= 9,90 ×
50𝑥10−3

90𝑥10−3

2

= 3,06 Τ𝑚 𝑠
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Adotando, pa =pressão a montante da válvula e pd =pressão a jusante da válvula:

𝑝𝑎 − 𝑝𝑑 = ℎ𝑔 𝜌𝑚 − 𝜌𝑎 = ℎ𝑔𝜌𝑎 𝑆𝑚 − 1

Aplicando-se a lei de Stevin no manômetro em U com a massa específica do fluido 

manométrico (ρm) e da água (ρa) e a densidade relativa do fluido manométrico (Sm):

𝑝𝑎
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
+ 𝑧𝑎 −

𝑝𝑑
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
+ 𝑧𝑑 = 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣

𝑉𝑡
2

2𝑔

Aplicando-se a equação da conservação de energia entre as tomadas de pressão do 

manômetro em U:
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𝑝𝑎
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
+ 𝑧𝑎 −

𝑝𝑑
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
+ 𝑧𝑑 = 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣

𝑉𝑡
2

2

𝑝𝑎 − 𝑝𝑑
𝛾

=
ℎ𝑔𝜌𝑎 𝑆𝑚 − 1

𝛾
= ℎ 𝑆𝑚 − 1 = 𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣

𝑉𝑡
2

2

𝐾𝑣𝑎𝑙𝑣 =
2𝑔ℎ 𝑆𝑚 − 1

𝑉𝑡
2 =

2 × 9,8 × 45𝑥10−3 × 13,6 − 1

3,06 2
= 1,19
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𝑝𝑠
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
− 𝐿3 −

𝑝𝑗
𝛾
+
𝛼𝑉𝑗

2

2𝑔
+ 0 + 𝐻𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎 = ℎ𝐿𝑇 =ℎ𝑠 +ℎ𝑚

Aplicando-se a equação da conservação de energia entre a sucção da bomba (s) e a 

saída do bocal (j):

Para o cálculo da perda distribuída:

ℎ𝑚 = 𝑓
𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3

𝐷𝑡

𝑉𝑡
2

2𝑔

Para o cálculo das perdas singulares:

ℎ𝑠 = 𝐾𝑣á𝑙𝑣𝑢𝑙𝑎 + 𝐾𝑐𝑜𝑡𝑜𝑣𝑒𝑙𝑜
𝑉𝑡
2

2𝑔
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𝑅𝑒 =
𝑉𝑡𝐷𝑡
𝜈

=
3,06 × 90𝑥10−3

10−6
= 2,75𝑥105 ⇒ 𝛼 = 1

Para o cálculo do fator de atrito, inicialmente avalia-se o número de Reynolds:

Para o cálculo da rugosidade equivalente:
𝜀

𝐷𝑡
=
0,15𝑥10−3

90𝑥10−3
= 0,0017

Utilizando a equação de Colebrok:

1

𝑓
= −2,0𝑙𝑜𝑔

Τ𝜀 𝐷𝑡
3,7

+
2,51

𝑅𝑒 𝑓
⇒ 𝑓 = 0,023



AULA 18 - AULA DE EXERCÍCIOS 

30/30

EXERCÍCIO 04 – ITEM B)

Logo:

ℎ𝐿𝑇 = 𝐾𝑣á𝑙𝑣𝑢𝑙𝑎 + 𝐾𝑐𝑜𝑡𝑜𝑣𝑒𝑙𝑜 + 𝑓
𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3

𝐷𝑡

𝑉𝑡
2

2𝑔
= 3,03 𝑚

𝐻𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎 = ℎ𝐿𝑇 −
𝑝𝑠
𝛾
+
𝛼𝑉𝑡

2

2𝑔
− 𝐿3 +

𝛼𝑉𝑗
2

2𝑔
= 3,95 𝑚

ሶ𝑊𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎 =
𝛾 ሶ𝑄𝐻𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎

𝜂
=
𝛾𝜋𝐷𝑡

2𝑉𝑡𝐻𝑏𝑜𝑚𝑏𝑎

4𝜂
= 1003,5W


