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Energia armazenada no capacitor

Aprendemos, na aula de 28 de abril, que um capacitor armazena carga
elétrica e mantém uma diferenga de potencial entre suas placas. Sabe-
mos, também, que uma carga muda de energia quando passa de um
ponto A, com potencial V4, para outro ponto B, com potencial Vp.
Podemos esperar, portanto, que o capacitor armazene energia. Que-
remos saber, portanto, quanta energia estd armazenada num capacitor
com capacitancia C carregado com carga Q.

Trabalho

z

Para calcular a energia, vamos imaginar um capacitor que é carre-
gado passo a passo. Comegaremos com carga zero e vamos transpor-
tar carga positiva de uma das placas até a outra, até acumular uma
carga positiva Q na placa de chegada. Nesse ponto, teremos deixado
uma carga —Q na placa de origem.

A Fig. 1 ajuda a visualizar. Levaremos uma carga diferencial dg de
cada vez. Para levar a carga dg do ponto C na figura até o ponto D,
teremos de realizar trabalho. No inicio do processo, com o capacitor
descarregado, o trabalho é zero. A medida que carga positiva se acu-
mula na placa superior e carga negativa na inferior, cria-se um campo
elétrico entre elas. O campo tem direcdo vertical e sentido descen-
dente. Ele se opde, portanto, ao transporte de mais carga.

Para levar a carga dg do ponto C ao ponto D, é necessario vencer
a forca elétrica, isto é, exercer forca igual e contraria a forca elétrica.
A forga minima necesséria para vencer o campo elétrico é —dgE. O
trabalho realizado por quem transporta a carga é, portanto,

dw = /CD(—qu) dr, (1)

Podemos escrever a Eq. (1) na forma

dwqu<—/CDE-dr), 2)

que é conveniente porque o termo entre parénteses no lado direito é a
diferenca de potencial Vp — V¢."

Para ver que essa diferenca é positiva, precisamos apenas notar que
as linhas de forca comecam na placa superior e acabam na placa infe-
rior e lembrar que o potencial diminui quando avangamos no sentido
de uma linha de forga. Isso entendido, podemos escrever a seguinte
expressao para o trabalho:

dW = dgV(q), (3)
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Figura 1: Deslocamento de carga entre
as placas de um capacitor.

Se em lugar de levar cargas positivas no
sentido indicado na Fig. 1, resolvésse-
mos levar cargas —dg, negativas, no sen-
tido oposto, o resultado seria o mesmo:
acamulo de cargas positivas na placa su-
perior e de cargas negativas na inferior.
O campo elétrico seria, novamente, des-
cendente, e o trabalho necessario para le-
var —dq de cima seria também positivo,
porque o campo empurraria as cargas
negativas para cima, no sentido oposto
ao do deslocamento.

*O potencial do ponto D é Vp =

— fOD E.dr, onde O é o ponto de refe-

réncia, e o potencial do ponto C é V- =
C =

—JoE-dr.
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onde V(q) = Vp — V, isto é, V(q) é a diferenca de potencial entre a
placa positiva e a placa negativa quando a carga acumulada na pri-
meira é g.

Energia

O trabalho dW é a energia diferencial dU que o capacitor ganha®
quando se transfere a carga dg de C para D. A energia acumulada
no capacitor carregado com carga Q é, portanto,

ueQ) = /OQ V(q)dq. (4)

Para completar o célculo, precisamos agora relacionar o potencial
V(g) com a carga q que da origem a ele. Isso é simples, porque sabe-
mos que o potencial cresce linearmente com a carga:

v="_. (5)

Essa proporcionalidade reduz o lado direito da Eq. (4) a uma inte-
gral conhecida,

u@=["1a 6
Q= [ Las. ©)
Efetuada a integral, chegamos ao resultado
_<
u(Q) = 5= )

ou, se substituirmos Q por CV no lado direito,

2
u\wv) = cV?. ®)

Energia elétrica e energia mecinica

A Eq. (8) reforca a analogia entre propriedades elétricas de capacitores
e propriedades mecanicas de molas. A Fig. 2 mostra o que sabemos.
A carga Q do capacitor corresponde a forca F exercida pela mola, en-
quanto a diferenca de potencial V corresponde a deformacgdo x da
mola. A carga é proporcional a diferenca de potencial, com constante
de proporcionalidade C. A forga é proporcional a deformagdo, com
constante k. Pode argumentar-se que a analogia é imperfeita, ja que
a proporcionalidade na coluna da direita tem sinal negativo, ao passo
que a na coluna da esquerda nédo tem. A falta de sinal, porém, decorre
de uma convencao: se tivéssemos definido V como a diferenga entre o
potencial da placa negativa e o da placa positiva, o sinal na expressao
Q = CV seria invertido.

* Para visualizar melhor esse ganho, po-
demos comparé-lo a variacdo energia de
uma pedra, de massa m quando alguém
a levanta do chdo até o tampo de uma
mesa com altura h. Para elevar a pe-
dra, alguém tem de fazer forca no mi-
nimo igual ao peso da pedra. O peso
tem moédulo mg e é dirigido para baixo.
Assim, a forca necessdria para vencer o
peso deve ter médulo mg e ser dirigida
para cima. O trabalho dessa forca é mgh,
ndo por acaso igual a energia potencial
que a pedra terd, no tampo da mesa.

Q=CV|F=—kz

V2 22
U—C7 U—k;

Figura 2: Paralelo entre um capacitor e
uma mola.
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As expressOes para as energias elétrica e mecanica concordam com
essa analogia. A energia do capacitor cresce quadraticamente com o
potencial, assim como a da mola cresce quadraticamente com a defor-
magcdo, e os coeficientes de proporcionalidade sdo as constantes Q/2
e C/2, respectivamente. Nos dois casos, a dependéncia quadratica
mostra que é progressivamente mais dificil armazenar energia.

Quando se trata de uma mola, por exemplo, no comego ¢é facil dis-
tender (ou comprimir) a mola de dx, porque ela estd praticamente
relaxada e ndo resiste muito a deformagoes. A medida que a deforma-
¢do cresce, a forga restauradora se intensifica, e o trabalho necessério
para distender a mola pelo mesmo diferencial dx cresce paulatina-
mente. Analogamente, no capacitor, o trabalho para levar carga da
placa negativa para a positiva cresce progressivamente a medida que
a diferenca de potencial aumenta.

Equilibrio entre capacitores a diferentes voltagens

O que acontece quando dois capacitores sdo interligados. A Fig. 3
mostra um par de capacitores. Inicialmente, com a chave S aberta,
as diferencas de potencial sdo distintas. O da esquerda guarda uma
carga Q. A diferenca de potencial entre suas placas é Q/C,. O da
direita estd descarregado e, nele, a diferenca de potencial é zero. Os
fios sdao todos condutores, e o de baixo faz com que as placas inferiores
dos dois capacitores estejam no potencial V), do ponto M, que é igual
ao potencial do ponto D. Ja o ponto E estd no potencial Vg = Q/Ce.

Nesse ponto, fechamos a chave S. Rapidamente, carga passa do
capacitor da esquerda para o da direita até que os pontos D e E estejam
no mesmo potencial final Vr. Queremos saber quanta carga passou e
qual é o potencial final.

Como a carga se conserva, a carga final Q, no capacitor da esquerda
somada a carga final Q; no da direita deve ser igual a carga inicial:

Qe+Qa=0Q. )

Por outro lado, sabemos que Q. = C.V e Q; = C;V, onde V =
Vr — Vi é a diferenga entre o potencial no fio superior e o potencial
no fio inferior. Podemos portanto escrever a Eq. (9) na forma

__Q
V=416 (10)
e dela obter a carga em cada capacitor:
— CE
R ETen v
e
C
Q=ccQ (12)

E S D
Q:: C. =—Cy
-Q
M

Figura 3: Conexado de capacitores. Ini-
cialmente, o capacitor da esquerda tem
carga Q e o da direita estd descarregado.
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Conservagdo da energia

As Egs. (11) e (12) mostram como a carga Q foi repartida entre os
capacitores. Cada um recebeu uma fracdo proporcional a sua capaci-
tancia. E o que poderfamos esperar. Se os capacitores forem iguais,
por exemplo, cada um ficard com metade da carga. Mas e a energia?
Poderfamos imaginar que a energia inicialmente armazenada no capa-
citor da esquerda seja também distribuida entre os dois dispositivos,
mas ndo é isso o que ocorre. Vejamos.

A energia inicialmente armazenada, no capacitor da esquerda, é
dada pela Eq. (7):

Q2

Uy = 2C.

(13)

No final, ainda de acordo com a Eq. (7), as energias nos dois capa-
citores sdo

_ <
ue - 2C3’ (14)
no da esquerda, e
_ 9
Ug = 2C, (15)
no da direita.
A partir da Eq. (11), obtemos da Eq. (14) a energia
Ce 2
u=—-___0Q“. 6
D (RN (16)

Analogamente, a partir da Eq. (12), obtemos da Eq. (15) a energia
final no capacitor da direita:

Ca 2

U= —0Q". 1

d Z(Ce +Cd)2Q ( 7)
A energia total final é a soma de U, e U;. Somadas as Egs. (16) e

(17), encontramos imediatamente que

QZ

Up=—"—"—.
F Z(Cg+Cd)

(18)
Basta agora comparar a Eq. (13) com a Eq. (18) para vermos que a
energia final é menor do que a inicial. Energia foi perdida. Quanto
maior for a capacitancia Cy, do capacitor inicialmente descarregado,
maior serd a fracdo da energia que serd perdida. Se os capacitores
forem iguais, por exemplo, a energia final Ur serd metade de U;. Em
outras palavras, quanto maior for a fracio de Q transferida de um
capacitor para o outro, maior serd a fragdo da energia perdida.

5
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Essa constatagdo pode parecer em conflito com o principio da con-
servagdo da energia, mas ndo hd motivo para alarme. Como sempre
ocorre, parece haver perda porque somente estamos considerando um
tipo de energia — a eletrostdtica. A circulagdo da carga por fios que
tém resisténcia aquece os fios.

E se os fios forem supercondutores? Muitos materiais, a tempera-
tura suficientemente baixa, passam a ter condutividade que é infinita
para todos os efeitos praticos e sdo conhecidos como supercondutores.

Se os fios forem supercondutores, ndo havera efeito Joule, isto é, con-
versdo de energia elétrica em calor. Nessas condig¢des, se o efeito Joule
fosse a tinica via para transformagdo de energia, a corrente elétrica os-
cilaria indefinidamente. O capacitor da esquerda ora se descarregaria
parcialmente, ora voltaria a ter carga Q, periodicamente.

A energia elétrica, entretanto, ndo esta enclausurada nos fios. Vere-
mos em Fisica IV que uma corrente elétrica oscilante produz radiagdo
eletromagnética — ondas de rddio, microondas, luz etc.. Tanto num
supercondutor como num condutor comum, a radiagdo rouba ener-
gia da corrente no circuito e tende a amortecer as oscilagdes na cor-
rente. Num supercondutor, na falta de efeito Joule, o amortecimento
terminaria por consumir toda a energia da corrente elétrica. Cessada
a corrente, cada capacitor teria a carga que calculamos, expressa na
Eq. (11) ou na (12).

Dielétricos

Até aqui, discutimos principalmente capacitores com espago vazio en-
tre as placas. Manter separadas as placas nessas condig¢des cria dificul-
dades préticas. Por isso, no Século XVIII, quando se descobriu que os
capacitores conseguiam armazenar carga elétrica, os primeiros dispo-
sitivos continham dgua. Mais tarde, outros materiais tomaram o lugar
do liquido. Décadas mais tarde, percebeu-se que manter um material
entre as placas é ainda mais vantajoso, porque aumenta a capacitancia
do capacitor.

As Figs. 4 e 5 mostram uma ilustragdo As placas do capacitor dese-
nhado na Fig. 4 tém adrea A e elas estdo separadas pela distancia d. Ja
sabemos que a capacitancia resultante é

C= %. (19)

A Fig. 5 mostra o mesmo capacitor preenchido com um meio die-
létrico, isto €, um material isolante, ou que conduz mal a eletricidade.
O dielétrico pode ser sélido, liquido ou gasoso, mas nas aplicagdes
modernas o material é sélido.

Verifica-se experimentalmente que a capacitancia cresce com a in-

No modelo de Drude, que discutimos
na aula de 27 de abril, o aquecimento é
provocado pelas repetidas colisoes entre
os elétrons e os obstdculos que roubam
a energia cinética fornecida pelo campo
elétrico. Ja vimos que o modelo tem li-
mitagdes, mas se verifica experimental-
mente que a resisténcia de um fio pro-
voca transformacdo da energia elétrica
em calor sempre que uma corrente elé-
trica circula pelo condutor. A poténcia
dissipada, isto é, a energia transformada
em calor por unidade de tempo é igual a
RIZ2, onde R é a resisténcia do condutor.

Figura 4: Capacitor com placas planas.
Cada placa tem drea A e a distancia entre
elas é d.

0 (4
-V
=Q »
L |

Figura 5: O capacitor da Fig. 4, preen-
chido com dielétrico.

Nos capacitores eletroliticos, a placa posi-
tiva é recoberta com um 6xido, que cons-
titui o dielétrico. O espaco entre a placa
oxidada e a outro terminal é preenchido
com um eletrélito, material que contém
ions condutores de eletricidade. O ele-
trélito pode ser liquido, sélido ou gel,
mas por ser condutor ele funciona como
placa negativa, ndo como dielétrico.
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ser¢do do dielétrico. A Eq. (19) assume a forma

C= K@. (20)
d

A constante x, um niimero adimensional chamado de constante die-
létrica, é caracteristica do material. A Tabela lista as constantes de sete
materiais. A do ar é tdo proxima da unidade que é apresentada como
sendo unitdria. Isso ndo surpreende, ja que se trata de um gds, com
densidade muito pequena. Os demais materiais sdo liquidos ou séli-
dos e tém constante dielétricas apreciavelmente superiores a unidade.
Chama a atencdo a dgua, e ndo sé por ter « elevado: no estado sélido,
a constante dielétrica é vinte vezes menor. Veremos mais adiante que
a grande constante dielétrica da dgua se deve ao momento de dipolo
de suas moléculas, que podem orientar-se mais livremente no liquido

do que no gelo.

Cargas de polarizacio

A Fig. 7 procura explicar por que o dielétrico incremente a capacitan-
cia. Ela mostra, esquematicamente, a distribui¢do de cargas quando
o capacitor da Fig. 5 é ligado a uma bateria que estabelece diferenca
de potencial V entre as placas. O potencial positivo faz aparecer uma
carga Q na placa superior e o potencial negativo induz uma carga —Q
na placa inferior. O dielétrico é polarizdvel, isto é, contém dipolos que
podem orientar-se sob a agdo do campo elétrico que se forma entre as
placas. Discutiremos na aula de 11 de maio o que acontece no inte-
rior do material. Por ora, vamos aceitar que a orientagdo dos dipolos
produz uma carga superficial negativa —Qp na superficie superior do
dielétrico e uma carga +Qp na inferior.

Combinadas, as duas distribui¢des na parte superior tém densidade
superficial osup = (Q — Qp)/A e as duas na parte inferior, o3 =
—(Q —Qp)/A. O campo elétrico resultante no interior do dielétrico é
uniforme, dirigido para baixo e tem médulo
_Q-0r

E
Aé’o

(21)

A diferenga de potencial V entre as placas ¢ a integral [ E-dr desde
a placa de cima até a de baixo. Como o campo é uniforme e aponta no
sentido do deslocamento, a integral se reduz ao produto do médulo
do campo E pela distancia d entre as placas. Algebricamente, temos
que

V =Ed (22)

ou, se substituirmos o campo pelo lado direito da Eq. (21),

_Q—-0p
V= Teod' (23)

Tabela 1: Constantes dielétricas.
Material K

Ar 1
Papel 3.5
Gelo 4
Pyrex 5
Silicio 12
Etanol 25
Agua 8o

Figura 6: Capacitor variavel, preenchido
com ar. Os aparelhos de rddio do Sé-
culo XX continham capacitores varidveis,
para sintonizar estagdes. Ha dois con-
juntos de placas. As placas de cada con-
junto sdo ligadas em paralelo. Um dos
conjuntos (stator) é fixo, enquanto o ou-
tro (rotor) gira em torno de um eixo. A
rotagdo é controlada por um botdo de sin-
tonia ligado ao eixo. Girar o botdo au-
menta ou diminui a drea do rotor su-
perposta com a do stator. Com isso,
0 usudrio podia variar a capacitancia e
sintonizar diferentes esta¢des de radio.
Nos aparelhos modernos, circuitos ele-
tronicos tornaram obsoletos esses dispo-
sitivos. Ulfbastel CC BY-SA 3.0, com-
mons.wikimedia.org/w/index.php? cu-
rid=605145.
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Por outro lado, sabemos que Q = CV, onde C é a capacitancia do
dispositivo na Fig. 7, que é dada pela Eq. (20). Resulta entdo da Eq. (23)
que

Q= K@ Q-0Qr d (24)
d A€0 '
Podemos agora cancelar os fatores que aparecem nos denominado-
res e numeradores nas fragdes do lado direito e, em seguida, isolar a
carga Qp, para obter a expressdo

x—1
K

Qp= Q. (25)

Como podemos ver, a carga superficial Qp é proporcional a carga
Q. E Qp é sempre inferior a Q.

Vejamos o que ocorre quando introduzimos o dielétrico. Vamos
imaginar que, inicialmente, o capacitor da Fig. 1 estd ligado a bate-
ria da Fig. 7. O campo elétrico entre as placas é determinado pela
diferenca de potencial V. Em outras palavras, o campo é dado pela
Eq. (22).

Introduzimos, entdo, o dielétrico. A diferenca de potencial é man-
tida pela bateria e ndo pode mudar. Decorre, como podemos ver da
Eq. (22), que o campo é o mesmo. Por outro lado, como mostra a
Eq. (21), o campo elétrico das cargas £(Q é parcialmente cancelado
pelo campo das cargas FQp. As duas afirmagdes podem parecer in-
consistentes, pois uma diz que o campo ndo muda, a outra diz que o
campo é reduzido pelas cargas superficiais. Entretanto, ndo ha conflito
entre elas porque, no instante em que o dielétrico é inserido, flui carga
do polo positivo da bateria para a placa superior e flui carga do polo
negativo para a placa inferior para incrementar a carga no capacitor e
impedir que o campo varie.

Podemos, finalmente, entender por que o dielétrico amplifica a ca-
pacitancia. Quando o dispositivo da Fig. 5 é conectado a uma bateria
com diferenca de potencial V, mais carga tem de fluir para as placas
para compensar o cancelamento parcial imposto pelas cargas superfi-
ciais. A carga () armazenada nas placas é, portanto, maior do que a
carga que seria armazenada no capacitor da Fig. 4. A capacitancia na
Fig. 5 é, portanto, maior.

Diferenca de potencial fixa

Suponhamos que o capacitor da Fig. 4 tem capacitancia Cp = 1uF. Se
ele estiver ligado a uma bateria que fornece V = 1V, a carga acumu-
lada em suas placas serd Qp = 1pC. Digamos que, agora, introduzi-
mos silicio entre as placas, como na Fig. 5. Como a constante dielétrica

Somente no limite ¥ — oo chegarfamos a
igualdade Qp = Q. No extremo oposto,
com ¥ — 1, a carga superficial iria
anular-se. Na prética, Q > Qp > 0. Os
ntimeros na Tabela indicam que a carga
superficial na dgua é Q?gua =0.99Q, en-
quanto a carga superficial no ar é tao pe-
quena que pode ser desconsiderada.

Q
Py

Figura 7: Distribuicdo de cargas no capa-
citor preenchido com dielétrico. Os dois
espagos entre as superficies do dielétrico
e as placas servem apenas para facilitar
a visualizagdo.
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do Si é 12, a capacitancia sobe para C = 12pC. Fisicamente, na su-
perficie superior do silicio forma-se uma camada de carga que tende a
cancelar parcialmente o campo da carga Qp.

Para evitar que a diferenga de potencial entre as placas decaia, a
bateria manda um reforco. A carga na placa superior cresce até ser
igual a CV, isto é Q = 12uC. A carga na superficie do dielétrico
também cresce, e chega ao valor dado pela Eq. (25): Qp = 11pC.
Assim, a carga liquida na superficie entre a placa de cima e a superficie
de cima do silicio é Q — Qp = 1uC, exatamente a carga Qp que o
capacitor da Fig. 4 guarda quando a diferenca de potencial é de 1V.
Dentro do dielétrico, o campo é o mesmo que existia no capacitor
vazio. Entretanto, a carga nas placas, que é o que interessa quando
se trata de capacitores, é doze vezes maior. Por isso, a capacitancia
cresce.

Carga fixa

Uma vez carregado o capacitor da Fig. 5, podemos desligé-lo da bate-
ria sem alterar a carga nele armazenada. Na sequéncia, vamos retirar
o dielétrico, para voltar a configuracdo na Fig. 4. Como as placas es-
tdo isolados, continuaremos a ter Q = 12pC. Na auséncia de cargas
superficiais, o campo elétrico passa a ser

_Q
1= ey (26)
e a diferenga de potencial,
_Q
Vi=— o (27)

A Eq. (27) é o resultado que esperdvamos, pois mostra que a capa-
citincia Q/V; é dada pela Eq. (19). Eo que deveria ser, pois estamos
de volta com o capacitor da Fig. 4.

Mas ha um aspecto curioso nisso tudo. A diferenga de potencial
cresceu: do valor fornecido pela bateria, V =1V, passou a

Wi = 112;:11? =12V. (28)

Encontramos um expediente para gerar energia, porque agora te-
mos os mesmos 12 uC que tinhamos no final da Se¢do a uma diferenca
de potencial doze vezes maior. Esse ganho, entretanto, ndo é gratuito:
o dielétrico tem menos energia quando estd dentro do capacitor do
que quando esta fora.3 E portanto necessario trabalho para extrai-lo e
esse trabalho é igual a energia adicional armazenada no capacitor.

3Na situacdo da Fig. 7, as atragdes en-
tre as cargas Q e —Qp na interface
(placa/Si) superior da Fig. 7 e entre as
cargas —Q e Qp na interface inferior con-
tribuem energia negativa para o sistema.
Retirado o dielétrico, essa energia nega-
tiva desaparece.
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