RESOLUCAO LISTA 2

QUESTAO 1. Sejam A = (2,—1,1), B=(1,2,—-1) e C' = (2,—11,7). Vamos encontrar z e y
tais que C = A + yB. Temos que

(2,-11,7) = 2(2,~1,1) +y(1,2,—1)
(2$+Z/a_$+2%$_y)a

de modo que obtemos o seguinte sistema linear
20 +y=2

—x+ 2y =—11 (1)
r—y="7

Somando as 1* e 3* equagoes do sistema (1) obtemos
3r=9=x=3.
Substituindo x = 3 na 2* equagcdo do sistema (1) temos que
—3+2y=-11=2y=-8=y=—4
Portanto, para que C' = v A 4+ yB devemos ter que z = 3 e y = —4.
QUESTAO 2. Vamos mostrar que
(a,b) e (c,d) sao L.I < ad —be # 0.

Defini¢ao 1. Dizemos que (a,b) e (¢, d) sdo linearmente independentes (L.I) se, e somente
se, a equacao
)\1 (av b) + >\2(C7 d) = (07 0)7

admite somente a solucao trivial, isto é, Ay = Ay = 0.

Em particular, segue da Definicao 1 que

(a,b) # (0,0) e (¢, d) # (0,0),

isso significa que a # 0 ou b # 0 e ¢ # 0 ou d # 0. Pois o vetor nulo ndao é linearmente
independente com nenhum outro vetor.

Solucao. Devemos mostrar que as duas dire¢oes da relagao de equivaléncia do enunciado sao
verdadeiras. Primeiro vamos mostrar a ida (=).

Suponha que (a,b) e (¢,d) sao L.I entdo vamos mostrar que ad — bc # 0.



Pela Definigao 1, supor que (a,b) e (¢,d) sdo L.I é equivalente a afirmar que a equagao
A1(a,b) + Aa(e,d) = (0,0),
admite somente a solucao trivial. De onde segue que o sistema

Aa+ Aac =0
Ab+ Xod =0

admite apenas a solucao trivial, isto é, Ay = Ay = 0.
Pela observacao logo apos a Definicao 1, podemos supor, sem perda de generalidade, que
a # 0 e c# 0 (pois caso nao forem, o mesmo valeria para b e d). Sendo assim, escrevendo

A1 em fungdo de Ay na 1* equagdo do sistema (2) temos

P
a

e substituindo na 2* equagdo do sistema (2) temos

b<—§A2>+A2d — 0 =

be
M| ——4+4d =0
= 2( a—|—) = (3)
~ AQ(W) -

Se ad — bc = 0 entao Ay pode assumir qualquer valor real. Mas por hipotese, nés temos que
A2 = 0 entdo, por contraposicao, nés temos que ad — bc # 0.

Agora vamos mostrar a volta (<). Suponha que ad—bc # 0. Vamos mostrar que (a,b) e (¢, d)
sao L.I.

Da equagao Ai(a,b) + A2(c,d) = (0,0), nos temos o sistema

)\16L+ )\QC =0
Ab+Xd =0

(4)

Como ad —be # 0 entao ad # 0 ou be # 0. Assim,a #0ed # 0oub# 0ec# 0. Sem perda
de generalidade nés vamos supor que a # 0 e d # 0, pois caso contrario o mesmo valeria
para b e c.

Dai, escrevendo A; em fung¢ao de Ay na 1* equacio do sistema (4) nos temos

)\1 = _EA27
a

substituindo A, na 2* equagao do sistema (4) nos temos



b<—§A2)+A2d — 0 =
Cbe+ ad (5)
Y (_+) _ 0.
a

Como ad — bc # 0 entao devemos ter que Ay = 0.

Escrevendo Ay em funcdo de A; na 2* equagio do sistema (4) nos temos que

b
/\2 - —a)\l

e substituindo Ay na 1* equagao do sistema (4) nos temos

b
>\1G+C (_C_l/\1> =0 =

d—1>b
= Al(a ] C) = 0.

Como ad — bc # 0 entao devemos ter que A\; = 0.
Logo, Ay = X2 =0 ]

QUESTAO 3. Dados um ponto Py = (xg, %) € um vetor nao-nulo v = (a,b), s6 existe uma
reta r que passa por Py e tem a dire¢ao de ¥. Um ponto P = (z,y) pertence a r se, e somente

se, 0 vetor POIB é paralelo a v, isto é
Poj :t17<:>P—P0:t17<:>P:PQ+tU,

para algum ¢t € R. Assim, em coordenadas temos que

r:(z,y) = (zo,%0) +t(a,b) (7)

A equacao acima é dita equacao vetorial da reta r, U é dito vetor diretor da reta r e t € o
parametro. Note que para cada namero real ¢ corresponde um ponto P € r. A reciproca
também ¢é verdadeira, isto é, para cada P € r corresponde um ntumero real t.

Podemos reescrever a equagao (7) como o seguinte sistema linear:

T =T+ at

Yy =1yo+ bt

As equagdes em (8) sdo ditas equagdes paramétricas da reta r.
Solugio: Sejam 7 : (0,3) +1(3,2), s:t(a,b) e u: t(3,b) retas em R

a) Vamos encontrar o vetor (a,b) para que as retas r e s se intersectem em ¢t = 3 e vamos
determinar o ponto de intersegao.

Substituindo ¢ = 3 em r no6s temos (0,3)+3(3,2) = (0+9,3+6) = (9,9). Entao como

(9,9) é o ponto de interse¢cao em r quando ¢ = 3, concluimos que o ponto (9,9) deve



pertencer a reta s exatamente quando ¢ = 3, assim

(9,9) = 3(a,b) = (9,9) = (3a, 3b) = )= da =la=3eb=23]
9=23b

Assim, para que r e s se intersectem quando ¢ = 3 devemos ter (a,b) = (3,3) e o ponto

de intersegao ¢ (9,9).

b) Vamos determinar o valor de ¢ para que r nao intersecte u. Sabemos que duas retas
nao se intersectam se, e somente se, seus vetores diretores sao paralelos. Temos que
(3,2) e (3,b) sdo os vetores diretores de r e de u, respectivamente. Assim, para que

rNu = () devemos ter que (3,2)//(3,b) o que significa dizer que existe k € R tal que
3 =3k
(3,2) = k(3,b) = > k=1le[b=2].
2 =0bk

QUESTAO 4. Determinarmos a equagao geral da reta a partir de sua inclinagao (vetor diretor)
e um de seus pontos. Similarmente, podemos determinar um plano no espaco tridimensional
a partir da sua inclinacao (vetor normal) e de um de seus pontos. O vetor normal ¢ um
vetor perpendicular ao plano.

Suponha que queremos determinar a equagao do plano 7 que passa pelo ponto Py = (o, Yo, 20)
e que tenha vetor normal 7 = (a,b,c). Para tanto, seja P = (z,y,2) € m, entdo o vetor

Poﬁ € 7 e, portanto, como 7 é perpendicular ao plano w, temos que

Resolvendo o produto escalar acima obtemos

0 = (avbac)'(x_xmy_yoaz_zo)
= a(x —x9) +b(y —yo) + c(z — 2)
= axr + by + cz + (axo + byo + c2p),

Como a,b, ¢, xg, Yo, € 2o a0 nimeros reais dados, nos temos que axg + byg + czg = d € R.

Assim o plano 7 fica bem determinado pela equacao
mrax+by+cz+d=0

que é dita equacao geral do plano m. Note que os coeficientes a, b, ¢ s2o as coordenadas do
vetor normal 7 = (a, b, c).

Solucao: Sejam os planos 7 : 20 +3y — 2 =3 e my : —x — 2y + 2z = 2 vamos determinar a
equacao vetorial da reta r que é intersecao de m; e 7.

Sejam n; = (2,3,—1) e ng = (—1,—2,1) os vetores normais & 7 e my, respectivamente.



Primeiro note que nao existe k € R tal que n; = kno, de fato se existisse tal £ € R entao

deveriamos ter:

2=k
(2,3,—1) = k(=1,-2,1) = (2,3,=1) = (—k, =2k, k) = { 3 = —2k
1=k

o que ¢ um absurdo.
Logo m e m, nao sao paralelos e, portanto, m N 7wy # (. Sabemos que a intersecao de dois
planos nao paralelos ¢ uma reta r. Sendo assim, vamos determinar r» = m; N 7.

Para isso, basta encontrarmos a solucao do sistema linear:

2¢04+3y—2=3
—r—2y+z=2

Somando as duas equagoes obtemos © +y = 5 = x = 5 — y. Substituindo x na segunda

equacao obtemos:

Assim, fazendo y =t € R nds temos:

r=5—1t
y=t
z=T7T+t

e, portanto, r: (x,y,z) = (5,0,7) + t(—1,1,1)).
Para a outra parte do exercicio, temos que m; ¢ dado pela equagao geral 2z + 3y — 2z = 3.
Para determinar o ponto A vamos tomar x = 1 e y = 0, para o vetor B tomaremos x =0 e

y = 1 e, por fim, para o vetor C' vamos tomar z =y = 0:

Arz=1ley=0=21430—-2=3=2=—-1= (z,y,2) = (1,0,—1)
B:x=0ey=1=20+31-2=3=2=0= (z,y,2) =(0,1,0)
C:z=y=0=20+430—-2=3=2=-3= (z,y,2) = (0,0,-3),

Sy

assim A = (1,0, —1),
Note que

= (0,1,0) e C' = (0,0, —3).

S

—A—C=(1,0,—1) - (0,0,—3) = (1,0,2)
CB=B—-C=(0,1,0)—(0,0,-3) = (0,1,3)



sao L.I, de fato temos que a equacdo (e, respectivamente, o sistema)

)\1 - O
)\1(1,0,2)+)\2(0,1,3): (0,0,0>:> A =0 = AN=X=0
20\ +3X =0
admite somente a solucao trivial. O]

QUESTAO 5. Vamos determinar a equagao geral do plano m que passa pelo ponto (0,0,1) e
¢ ortogonal a reta r: (1,0,0) + s(—2,1,1).

Para isso, precisamos notar que uma reta é ortogonal a um plano se o vetor diretor da reta é
perpendicular ao plano, isso significa que o vetor diretor da reta é paralelo ao vetor normal
do plano.

Assim, como ¥ = (—2,1,1) é o vetor diretor de r temos que o vetor 7 = ¢/ ¢ um vetor normal
a m. Como a equacao geral de m é dada por ax + by + cz +d = 0, onde a,b ec sao as
coordenadas do vetor normal & 7 temos que 7 : =2z + y + 2z + d = 0. Resta determinarmos

d. Para isso vamos substituir o ponto P = (0,0, 1) na equagao:
—204+04+14+d=0=d=—1,

portanto,
m:—2v+y+2—1=0

é uma equacao para o plano . L]

Lembrando que algumas solugdes apresentadas aqui ndo sdo dnicas. E s6 uma luz no fim do tanel, espero que ajude vocés!!!
Bons estudos pessoal :)
Se cuidem, Pollyanna.



