CAPITULO 5

MODELOS ARIMA

INTRODUCAO

Metodologia bastante utilizada em andlise de modelos paramétricos -

abordagem de Box e Jenkins(1970).

Basicamente, esta metodologia ajusta modelos autorregressivos integrados de

médias moveis, ARIMA (p,d,q), a um conjunto de dados.

A construcao dos modelos ARIMA (p,d,q) baseia-se em um ciclo iterativo no

qual a escolha da estrutura do modelo é baseada nos proprios dados.

Essa construcao é dependente da experiéncia do estatistico

Os estagios do ciclo iterativo sdo:

ii.

iii.

iv.

Especificacdo de uma classe geral de modelos;

Identificagdo de um modelo, com base na andlise de autocorrelacoes,

autocorrelacdes parciais e outros critérios;

Estimacgdo do modelo, na qual os pardmetros do modelo identificado

sao estimados;

Por 1ltimo, diagndstico do modelo ajustado, por meio da andlise de

residuo;

Se o0 modelo nao for adequado volta-se a fase de identificacao;



Dados

Especificagido do
modelo geral

Identificagdo *

Estimacgao

Diagndstico

Niao .
Sim

Objetivo

Previsdo
etc

* Fase critica da constru¢ao do modelo. Diferentes pesquisadores podem

identificar diferentes modelos para a mesma série temporal;

Principio da parciménia: pequeno numero de pardmetros e precisdo nas
previsoes.

Desvantagem da metodologia de Box e Jenkins: experiéncia do analista e
algum conhecimento além do uso automatico de um pacote computacional.
Programas computacionais especificos: R; SPLUS; MINITAB; SCA; IISM;
EVIEWS;

Notacao dos operadores;



i) Operador de translagdo para o passado
BZ, =27,
B"Z,=Zi_,
ii) Operador translagdo para o futuro
FZy =241
F'Zi = Ziyn
iii) Operador de diferenca

AZ, =
A=1-

-7, =(1-B)Z,

t
iv) Operador soma

oo
1
SZt :ZZt_]’ =Zt+Zt—1 +Zt—2 +"' = (1+B+BZ +"')Zt =mzt

j=0
- (1 - B)_lzt - A_lzt
Ou seja:

S=A"1

MODELOS LINEARES ESTACIONARIOS
Processo Linear Geral
Veremos modelos que sdo casos particulares de um modelo de filtro linear:

Y(B) Fungdo de transferéncia

az Filtro Z;
— >| Linear —— >
(Entrada) (Saida)

Formalmente:



Ze=pu+a+ae 1 +rai_, +

= utPBag = p+a(l+P.B + B + )

em que Y(B) =1+ B +P,B?+ -+ chamada func¢ao de transferéncia do filtro
e U é um parametro que determina o nivel de série.

Lembrando que a; ~ RB(0,052), tal que:

E(a;) =0,Vt
Var(a,) = 62,Vt
E(a;a;) =0,s #t

Chamando Z, = Z, — u, entdo:

Zt =yY(B)a;

Se a sequéncia de pesos (¥;,j = 1) for finita ou infinita convergente, o filtro é
estavel (somével) e Z; é estaciondria. Neste caso, u é a média do processo; c.c.
Z; é ndo estacionaria e ¢ nao tem significado especifico;

B(Z) = u+EQ) Wjar )=+ ) W@
j=0 j=0

Se z;}io Y; convergir (X 3; < 00), entdo:

{E(Zt) =0

E(Z)=u
Var(Z,) = Var(z Yia,_;) = Zl[)?jVar(at_j)
=0 =0

Se 2;?‘;01/)21. convergir (Z 1[)21. < oo), entao: Var(Zt) = g2 ;-”;o 1/’2j



Cov(ZeZes) = E(Zees) = vie = EIQY Wy DO $jae -] = 02 ) iy
‘ =0 j=0

Jj=0 J
Exemplo: para k =1
Yie = E[Xj20(Wjac—j)(Wjar—j-1)] = EWoar + Y1a;4 +Yra;5 +
) Poar-1 +P1ac +Prar 3+ ) =
E(¢20atat—1 + Y1y +Pohrarar_z + Popya®e_q + lpzlat—1at—2 +
Y121 Gz + PoP2ae_1ar—p + Y1205 + lpzzat—zat—3 +) =
E@ora® -1 + P1,a®i 5 + ) = Yop105 + P1P,0Z + -+ = 0 YizoVivirk

Para k=2

Ve = E[Q) a0 it s-2)]
j=0 j=0

=EWoa;r + P1a;_1 +Poa,_5 + - ) Woai_p + P1a,_3 + Pra,_,

+ ) = E(0a®_p + P13,a0 50,3 + P20 24 + =)

o0
= Yoa0?a+ Pathotat = 0f Y Yy
=0

J

Para ¥y = 1. Em particular, para j = 0, obteremos a variancia de Z;;
Condigao de existéncia: Z;";OW]. < o0

Temos entdo que a média e a variancia de Z; sdo constantes e a covariancia
s6 depende de j, logo Z; é estacionaria.

Podemos escrever Z; da forma alternativa: como uma soma ponderada de

valores passados.

oo

Z~t = T[1Z~t—1 + 7T2Z~t_2 + T[3Zt_3 + -+ at = Z?‘[]Zt_] + at
j=1



Zt = (T[lB + nzBZ + 7T3B3 + )Zt + a;
a, = Z, — (myB + m,B% + m3B3 + - )Z,

= (1 - T[lB - nzBZ - T[3B3 + "')Zt

o0
- (1- Z n,B)Z,
j=1
= n(B)Z,
Onde n(B) é o operador:
n(B)=1—-mB —m,B? — m3B3 — .-
Lembrando que Z, = Y(B)at, entio:
a, = n(B)Z,, mas Z, = Y(B)at, entio:
a; = n(B)Y(B)a;, de modo que:
n(B) =y~ (B).
Essa relagao pode ser usada para obter os pesos7; em fungdo de i, e vice-

versa.

CONDICOES DE ESTACIONARIEDADE E INVERTIBILIDADE
Vamos exemplificar antes de postular as condiges.

Ex1: Considere o processo Z; = u + P (B)a; onde ; = ¢li=1,23..,Py=1e
|¢| < 1. Temos que: X2, = 220/ = ﬁ

Nesse contexto:

Zy=u+a;+oa_,+ ¢2at—2 + ¢3at—3 +

e E£(Z,)=0



&

eVar(Z,)=c2(1+¢? +p*+-) = gz & Y0)
® Vi = E[ZcZi k] = (X320 ar— ) (X320 ' ar—j-i)] =
=E[(a; + pa,_1 + pa,_y + )k + Par_1_p + P*ar_5_g ...
Para k =1
Yi = El(a; + pa,_1 + p?a,_, + - )(ar—1 + pa,_, + p?a,_3 + )]
=0l + $30% + Pp°0i+...= aZp(1 + P* + Pp* + )

¢
1—¢2

= o2

Para k=2

Yie = El(a; + pa,_q + d%ar_5 + - )(ar_y + Ppas_3 + dp?a,_4 + )]
= 202 + p*c2 + P02 + - = 2?1 + P2 + Pp* + 1)

¢2
1—¢2

= o2

k
Generalizando: y, = 62 f—(pg,k >1

Supondo, por exemplo, que ¢ =1 e u = 0, entdo:
Zt - at + at_l + at_z + b

e XY, nao converge; 0 processo sera nao estacionario.

Como Z; = Z;_4 + a;, pois:

1
Zt:at+at_1+at_2+"'=at(1+B+BZ+"'):at1_B
Entao:
ar =Zy—Ziq
ar = AZ;



Dizemos que Z; é um passeio aleatério. Seu valor no instante t é uma “soma”

de choques aleatérios. Por outro lado, a 1? diferenca é ruido branco;

{Zt =Z;_q1 + a; épasseio aleatorio

AZ, = a, ¢RB
Como
W(B) =1+ ,B + B2+ =1+ B + $p2B% + - = qufo = Z(d)B)f
=0 =0

Vemos que a série converge se |B| < 1, ou seja, o processo é estacionario se o
operador Y(B) convergir para |B| < 1.
Ex2: Consideremos, agora, um caso particular Z;.

Zi=a,—0a,_,
Ou seja, Y, = =0, P; =0,j > 1. Como Y ; =1—6 vemos que Z, define um
processo estacionario, V6.
Vejamos como deve ser f para que possamos escrever Z; em termos de seus

valores passados:
Zt - (1 - GB)at
a,=(1-6B)"Z,=(1+6B+6°B*+ )7,

Lembrando que: m(B) = 1 — B — m,B* — -, m; = —67,j > 1. Dessa forma:
o0 o0
7(B) =1+ 6B + 0%B*+ - = Z 0iBi = 2(93)1‘
7=0 7=0

A sequéncia formada pelos pesosm; serd convergente se |6] < 1. Nesse caso
dizemos que o processo é invertivel.

Para o processo ser invertivel, o operador m(B) deve convergir para |B| < 1, e;

8



Zt' = _HZt—l - HZZt_Z + -+ ag,
Lembrando que Z, = (1 —0B)a;, e a, = (1 —6B) Z, = (1+ 6B + 8%B* +

"')Zt,eZt = _HZt_l - HZZt_Z + cee + at

Proposicao. Um processo linear serd estaciondrio se a série ¥(B) convergir

para |B| < 1. Serd invertivel se m(B) convergir para |B| < 1.

CASOS PARTICULARES DO MODELO LINEAR GERAL
Modelos Autorregressivos
Se em Z, =mZyq +myZiy+ -+ mpZipy+ -+ a,m=0,j >p, obtemos um
modelo autorregressivo de ordem p, que denotamos AR(p). Renomeando os
pesos T; para ¢, entao:
Zt = ¢1Zt—1 + (.szt—z +-t ¢pZ~t—p +a;
(Combinagao linear do passado da série até (t-p))

Se definirmos o operador autorregressivo estacionario de ordem p
¢(B) =1—¢1B — ¢,B* — - — ¢, B7,
Entao:
¢(B)Z; = a,
Ex: O caso mais simples é o modelo autorregressivo de ordem 1 [AR(1)]:

Zt = ¢Zt—1 +a;



7, depende apenas de Z,_; e do ruido no instante t.

ay =Zy— $Zry = (1 — $B)Z,
Como m(B) = ¢(B) = 1 — ¢B, o processo é sempre invertivel.
Substituindo sucessivamente Z;_;, Z¢_5, ... obtemos:
Zy=¢Zi 1 +a, Zy =Ly + a4
Entéo, substituindo Z,_; em Z,, temos:

Z, = ¢(¢Zt—2 + at—l) +ar =¢*Zi, + pa,_, +a,

Da mesma forma, substituindo Z;_,, temos:

Zt = ¢3Zt—3 + ¢2at—2 + ¢pa;_ 1+ a;

Zr=a,+¢a_ +pa;_,+ = dla,_;
1 2 ]Z:(; j
Ou seja, Z, = Y(B)a, = (1 + ¢B + $p?B? + ---)a,. Vemos, assim que:
B = ) $IBI = (1-9B)™" = [$(B)]"
=0

e O processo sera estacionario se Y(B) convergir para |B| < 1. Segue-se

que devemos ter |¢p| < 1.

1
Selpl<1- |$| > 1 raiz do polinémio AR é em mddulo, maior do que 1.

Condicoes de estacionariedade:

10



j=0 j=0

lezj <oo=Z<;b21 < 00

j=0 j=0
$(B)=1-¢B

Raiz de ¢(B)=0—>1—¢B=O—>B=i=¢'1, ou seja, a raiz de ¢p(B) =0

deve cair “fora” do circulo unitirio para que o processo seja estaciondrio.
Vejamos as principais caracteristicas de um processo representado pelo

modelo AR(p).

FEstacionariedade e Invertibilidade

Como m(B) = ¢(B) =1—¢;B — ¢$,B* — - — ¢p,BP¢ finito, ndo hd restri¢des
sobre os pardmetros para assegurar a invertibilidade de Z,.

Nota. Em um modelo AR(p), Z, é sempre invertivel.

Sejam G™1;,i = 1,2,...,p, as raizes da equacdo caracteristica ¢(B) = 0; entdo:
¢(B) = (1 = G;B)(1 — G,B) ...(1 — G,B)

Expandindo em fung¢des parciais;

Ay
1-G.B

p
Y(B) = ¢ (B) = )
i=1

Se Y(B) convergir para |B| < 1 devemos ter que |G;| < 1,i =1,2,...,p.
Invertivel Da, = ¢(B)Z, (lpl <D

¢(B) =1~ ¢1B — ¢,B* — - — ¢, BP ¢ finito.

11



Estacionaria>Z, = ¥(B)a,
Y(B) = (1+ ¢B + ¢*B* + - )a;

[W(B) = ) /B = [p(B)]"]

J

Zi% 210Gl <1> |Gi| > 1 > fora do circulo unitdrio
"y ;

Funcao de autocorrelacao

Zt = ¢1Zt—1 + ¢ZZt—2 + et ¢pZt—p +a;
Multiplicando ambos os membros por Z,_ j € tomando-se a esperanca temos:
E(ZtZt—j) - ¢1E(Zt—1Zt—j) + ¢2E(Zt—ZZt—j) + b + d)pE(Zt—pZt—j) + E(atZt_]')
A
Como E(Zt) =0e E(Zt_j) = 0, segue que:

Yi = $1Vj—1+ P2¥j—2 + -+ dp¥jp,j >0
Dividindo-se tudo por y, = Var(Z;), obtemos:

pj = G1pj—1+ P2pj2+ -+ Pppj_p,j > 0 ou ¢p(B)p; =0

Para j =0, E(ZtZt_j) serd igual a:

Var(Z,) = Var(Z) = yo = ¢p1¥-1 + $2v—2 + =+ ¥y +

Como y_; =;, entao:

Yo = $1v1 + d2va + -+ Py, + 07

Dividindo ambos os lados por y,, entao:

a

o,
1=¢ip1 + d2p2 + -+ Pppp +%

12



Ou seja, [Var(Z,) =y, = 0%4]:

0-(1
1—p1p1 — P22 — = ppp = o2
zZ
2
o
Var(Z,) =y, = g2 = a
ar(Z) =vo = oz 1—1p1 — P2p2 _"'_(.bppp

Fazendo j=12,..,p na equacdao p; = ¢1pj_1+ -+ ¢,pj_p, obtemos as

equagoes as equagoes de Yule-Walker(YW):
p1=¢1+ dop1 + -+ Dppp-1

P2 =¢P1p1+ a+ -+ Pppp_2

pj = P1pj-1 + P2pj—2 + -+ Pppp-j
Na forma matricial, temos:
1 P1 " Pp-1 P1
P1 1 - sz l ‘:lp}

Pp-1  Pp-2

Lembrando que:

pj = P1pj—1 + P2pj—2 + -+ Pppjp

E uma equacio de diferencas homogéneas. Portanto, sua solucdo satisfaz a

propriedade:

lim;_,,,pj = 0 (Decréscimo geométrico)

13



Se o processo for estaciondrio, entdo o decaimento de p; deve ser geométrico

(Réapido).
Ex: AR(1)
Zt = ¢Zt—1 +a;
E(Z:Z:j) = E[($Zi-1Z:;)] + E[acZ; ]
Y = oYj-1(+ 7o)
ﬁ _ Yi-1
Yo Yo
pj=®pj—1
Vi Yo
P Yo Po Yo
p1=¢po=¢
p2 = ¢pp1 = ¢2
p3 = ¢pp, = 4)3
pj = bpj-1= ¢’
Se¢p >0

14



Grafico 1

p
O
a I B B =
1 2 3 . . .
i
Sep <0
) Grafico 2

Veremos adiante como verificar se as autocorrelacoes sdo
significativamente ~diferentes de zero; H,=p; =0 (baseado nas fac
amostrais — 7).

Lembrando que para processos estacionéarios Z, = Z, —u, onde p é a
média do processo. Assim, em um processo AR(1), podemos escrever:

Zi—u=¢Ziy — W)+ a

15



Muitas vezes o modelo pode apresentar uma constante que nao é a média.
Ex: AR(1).
Zy=¢Zi 1 +ar+ 0|0l <1
Tomando a esperanca em ambos os lados:
E(Z;) = E(Z;—1) + E(ay) + 6,

Como o processo é estacionario, E(Z;) — E(Z;_1) = u, logo:

pu=u+b
p(l —¢) =0,
H=1"4

Se 8, = 0, entdao u = 0.
Em geral, um processo AR(p) pode ser escrito como:
Ze—u=¢1(Zyog —p) + -+ d)p(zt—p - .U) +a;
Ou ainda:
Zy =00+ P1Z g+ + ¢pzt—p +a;
Assim:

1=y

u

Ex. Considere agora o processo AR(2):
Zy = 1 Zeq + $2Ze 5 +ay
Escrito de outra forma:
$(B)Z, = a;

Onde ¢(B) =1—¢B — ¢p,B*

16



Zy = $1Zi 1 + P2 Z;_ 5 + ap (X Zt—j)

Célculo de y;:

E(ZtZt—j) = ¢1E(Zt—1Z~t—j) - (.sz(Zt—zZt—j) + E(atzt—j)
Como E(Zt) = E(Zt_j) = 0, entao:

Vi = $1¥j-1 + d2Vj—2 (+ 7o)

Yj Yi-1 Yi-2
2 = R 2=
Yo & Yo ¢z Yo

pj = P1Pj-1+ P2pj-2,J >0

pj = $1pj—1 — P2pj—2 =0
pj=0~-¢B—¢,B*) =0
pj = $(B) =0,¢(B) =1—¢.B — ¢p,B*

Para j =0 ,E(Z~tZ~t_j) sera igual a:

Yo = Var(zt) = $1y1 + P2v2 + 02 (+v0)

o3

1= ¢p1 + Pop, +
Yo

o3

1—¢p1p1 — P20, = —
Yo
o

Yo =Var(Z,) = o2 =
° R R N 1T

As expansdes de YW serdo iguais a:

Pj=P1pj-1+ P2pj_>

Para j=1e2:

17



$1

P1 =¢1+¢2.01_’.01=1_¢2
P2,
p2 = $1p1 + P2 = p2 = 1—6 + ¢
2
\ p3 = 102 + $2p1
\ Pj = $1pj—1 + P20j—2

As condicoes de estacionariedade para um processo AR(2) sao:

P11+, <1
b, —Pp1 <1
1<p, <1

Lembrando que para ser estaciondrio, as raizes de ¢(B) = (1 — ¢,B —
¢,B?%) = 0 devem estar fora do circulo unitério.

Por exemplo, o processo (1—1,5B+0,56B%)Z, =a, ¢é sempre
estacionério, pois(1 —1,5B + 0,56B%) = (1 —0,7B)(1 — 0,8B) = 0, resulta em

1 1 ~ . .
B = s B = 75 » que sao maiores do que 1, em moédulo.

1—-15B +0,56B> =0
0,56B>—15B+1=0

5 - 1,5 + /2,25 — 2,24
N 1,12

(
. 15401 1,42857 >
1,12

A condicao de estacionariedade também pode ser expressa em termos de ¢; e

Tazesy 07

1
1,25 i E = 0,8

b2

18



Seja B; e B, as raizes de (1—¢;B— ¢,B%) =0, ou,

¢232+ ¢1B_1 - 0

De outra forma:

$,B*+$p.B—1=0 (+B?)

¢ 1

2 __ -0
¢2+B BZ

9Fazendo%= b
¢, + p1b — b* =0

que éigual a: —b%? + ¢p;b + ¢p, =0

. —¢1 £ "1’21 + 4¢;

2
( 2
1 b1+ (@2, +49,
b = — =
<1 B, 2
1 b1 — /¢21+4¢2
bZ_B_Z 2

A condi¢do requerida |B;| >1 emplica que |Bi <1,

Consequentemente:

1
Bi B,

= ¢l <1

19
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1 1
+_

— = || < 2
55 = 19l

Dessa forma, temos a seguinte condicdo necessiria para a estacionariedade,

sem considerar se suas raizes sao R ou C.

Para as raizes reais: ¢* + 4¢, = 0, que implica:

-1<

1 _ bt Bt _ 1,
B, 2 = 2 B,

Ou, equivalentemente:

{¢2+¢1<1
b, — 1 <1

Para as raizes complexas: ¢, < 0e ¢? +4¢, <0

¢, <0

_¢21
¢, < 4

1] <2

lp.| <1

20



Regiao Estacionaria AR(2) - RaizesRe C

0,6 / \

/ N\

02 / Raizes reais \
/

0 T T T T T T T T T ) T T T T T T T L JEN| T T T T T T T T T T T T T T T T 1
o 0 W < N/ 0 @ g N O .bq- S 0 A\ N T O 0 O
N d A A ! » O O O O O O%N — o o 9
0,2 {0 : : P 7 T T ~ -
/ s \\
-0,4 7 LN
06 /4 Raizes complexas \

N\

MODELOS DE MEDIAS MOVEIS

Considere o processo linear:
Zy=p+ac+yiaq +Prac, + - =pn+P(Ba;
e suponha que ¥; = 0,j > q; Obtemos, assim, um processo de médias moéveis
de ordem q denotado por MA(q).
Usaremos a seguinte notacdo daqui em diante:
Zy=pu+ar—01a; 1 — 00,5 — = 0qarq

Sendo Z,; = Z, — u, entéo:

Zy=ay — 010, — - —0qa,_q

=(1-6,B—--—6,8%a,

= 6(B)a;

21



Onde 6(B) é o operador de médias moéveis de ordem g; Z;LO 0 <oo e
f200% < oo.
Vamos a um exemplo: MA(1):

Zy=a,—0a,_,

Z~t = (1 - QB)at = Q(B) - at
Como 1 — 6B(= y(B)) é finito, o processo é sempre estacionario. Além disso:

s 1
a, =[0(B)]'Z, = 1_—9(B)Zt

=(1+6B+6?B*+ )7,

Obtemos a forma invertivel:
Zt = _HZt—l - HZZt_Z e a;
Se |6] < 1. Ou seja, a série [#(B)]™! converge para |B| < 1. Isso equivale a

dizer que os zeros de 8(B) = 1 — 6B = 0 estao fora do circulo unitério.

FEstacionariedade e Invertibilidade
Dado que $(B) =1—6,B —6,B% —---— §,B? ¢ finito ndo ha restri¢des sobre

0s parametros para que o processo seja estacionario.

Invertibilidade

Exemplificando com um processo MA(1):
Zy=a, — 610, = (1—6,B)a,
1- 913)—1Zt =a

22



1 ~
—Zt = at

1-6,B

(1+6,B+6%B*+63% B3+ )7, =a,
Dizemos que um processo qualquer é invertivel se a sua representagao
autorregressiva tem coeficientes absolutamente soméaveis. No caso de um
MA(1), isso ocorre se |6;] < 1.

um processo AR(p) é sempre invertivel:

Z|9f| <oo<=>[0]<1

Neste caso, temos:

1-6,B=0
5oL
=5

6] <1<=>|B|>1

A raiz do polinémio de médias méveis seja, em mddulo, maior que 1 (fora do
circulo unitario).

Similarmente, ao caso da estacionariedade no processso AR(p), pode-se
verificar que a condicdo de invertibilidade para um modelo MA(q) é que as
raizes da equagao caracteristica 8(B) = 0 estejam fora do circulo unitério.

Um modelo MA(q) é equivalente a um modelo AR(00).

Funcao de autocorrelacao

MA(l).Zt = at - elat_l, at"’RB(O, O‘C%)

23



Calculo da esperanca:
E(Z,)=0
Calculo da variancia:
Var(Z,) = 62 + 0402 = o2(1 + 62))
Calculo da facv e fac:

vj = E(ZiZi-j) = E(a;Z,-;) — 6:E(a-1Z,-)

paraj=1
Y1 = _9103

9105 6,
P =

To2(1+6%) 1+67%,
paraj =2
Y2=0-p,=0
Deste modo, Yi=0jj=22-p;=0,j=22
= Para um processo MA(1),p; = 0,j = 2.
MAQ2):Zy = a; — 010, — 65a,_,
Calculo da esperanca:
E(Z,)=0
Célculo da variancia:
Var(Z,) = o2 + 02,62 + 62,02 = 02(1 + 62, + 62,)
Célculo facv e fac:
y] = E(ZtZt—]) = E(atZt_j) - 91E(at_1Z~t_j) - 92E(at_zz~t_j)
paraj =1

Y1 = —010% + 6,6,05F = 0£(6,6, — 6,)
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_ 95 (016, — 6,) _ 6,6, — 0,
PLT G102, +02,)  1+62, + 02,

paraj =2
V2 = —0,0%

B —0,02 B -0,
P2 = (1462, +62,)02 1+ 62, +62,

paraj =3
y; =0

De forma geral, pj = 0,j =3

_—60,+6,0,
P Tver e,
MAR){ -6
P2 T 1ver, 1 o7,
pPj = 0,] >3
P12 s Pg % O
MA(q){ pi=0j>q

MA(2) - Invertibilidade:
Zt' = (1 - 913 - Gsz)at
0 Y (B)Z; = a,

Forma invertida:

Zy — T[th—l - TfZZt—z — =04
(1—-mnB—m,B*>— )2, = a,
n(B) =0"Y(B) ® n(B)8(B) =1

(1 _7T1B _TCZBZ —7T3B3 - "')(1 - 913 - 9232) = 1

1 - HIB - 9232 - T[lB + 7'[19132 + 7'[16233 - szBZ + 7'[26133 — e = 1
1- HlB _T[lB - 6232 + 7'[19132 - nzBZ + 7'[19232 + 7T26133 —e=1
1 - (91 + 7T1)B - (92 - 77.'191 + 71'2)32 + (77:192 + 7T291 - T[3)B3 — e = 1
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Coeficientes em B:
-6, +m)=0->m =-6;
Coeficientes em B2:
-0, —mb;+m)=0->m, =m0, — 0, >m, =—60% — 0,
Coeficientes em B3:
-7z + 1m0, + 10, =0 > 3 =m0, + 1m0,
Para j =2 3,m; = 6,mj_1 + 0,7;_,
2j|nj| < 00 © as raizes de 1 — 6,B — 8,B%2 = 0 forem, em médulo, maiores que
1. Invertibilidade garante estacionariedade no momento de estimar os

parametros.

De forma geral, para um processo MA(q), temos:

Zy =a; — 010, 4 — 020, 0q0:—q
q
=ag— Z Orac—i
k=1
Zt—] = A¢—j elat—j—l ezat—]—z eqat—]—q
q

Célculo da facv e fac:

q q
Yi = E(ZtZt—j) = E{[a; — Z Hkat—k][at—j - Z elat—j—l]} =
k=1 =1

q q
= E(atat_j) - Z BZE(atat_j_l) - Z BkE(at_jat_k) + Z z BkglE(at_kat_J_l)
=1 k=1 k1

Lembrando que:
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) g2,j=0
Ya() = E(atat—j) = { 61]-];& 0

Assim:

Yo = 0% + 6%,0% + 6%,0% + -+ + 0,02

oZ(1+6% + 6%, +--+6%)

q q
V=) = D 0 +D = D brale =D+ ) > 0:0a( +1= k)
=1 k=1 k1

Do que resulta:

q-J

(—6;+ ) 6,6,_))02, j=0,0,=1
)/]' = =1
U—@+9ﬁﬁl+%@”+~m+%ﬂagﬁ, i=12,..,q
0, Jj>q
—0; + 61041 + 00,5+ -+ 6,_;6,
pj = 1+0%+60%+-+6%

0, j>q
MA(2)
q=2 : ,
{j=19 Subscritoq—j=2—-1=1
_61+6192 {q:z
Pr=71p2 T gz |j=
i 1+60%+65 =1

P2 =1 0y +05 =2

Note que a fac de um processo MA(q) é igual a zero para “lags” maiores do

que g, ao contrario do que acontece com um processo AR.
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MODELOS AUTORREGRESSIVOS E DE MEDIAS MOVEIS
Na préatica = Modelos com baixo nimero de parametros = opcao: Inclusao

de termos autorregressivos e de médias moveis.

ARMA(p, q)
Zt = ¢1Zt—1 + -+ ¢pZt—p +a;—6a; 14— — Qqat—q
Na notacdo compacta, temos:
$(B)Z, = 0(B)a,
{d)(B) = (1 - ¢,B—-— qprp) — operador autorregressivo
0(B) = (1 —6,B—-— Bqu) — operador de média movel

Um modelo frequentemente usado é o ARMA(1,1):
Zy=¢Zyy +a,—0a,_,
Onde:
¢(B)=1—-¢pBebB(B)=1—-6B

Substituindo-se sequencialmente Z;_;, Z;_, ... obtém-se um processo de MA de

ordem infinita.

Zy=¢Zy +a;—0ac_,
Zv1=¢Z_,+a,_,—0a,_,
Z, = ¢(¢Z~t_2 + a4 — Bat_z) +a;—0a;_1
= ¢?Zi_y+ Ppas_ — Opa;_, + a, — Ba,_,
=¢?Zip+ta,— (0 —d)a_, —Opa,_,

Zy = ¢*(PZ—z + a,_, — 0a,_3) +a, — (6 — P)a,_, — O¢a,_,

=3 Zi3+ P*ar_, — 0d*a,_5 +a, — (6 — P)a,_; — 0pa,_,

= ¢ Zi 3 +a + (P —0)ar_y + PP —ar_, — pPa,_3
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De forma geral:

Y =¢/ N p-6),j=1

O processo serd estaciondrio se % 9; = (¢ — )Y ¢/t < 00, ou seja, |p| < 1.

Do mesmo modo, o modelo ARMA(1,1) pode ser escrito como:

t(B)Z, = a,
Onde os pesos m; = 6/71(¢p —0),j = 1. O processo serd invertivel se X < oo,
ou seja: 0] < 1.

Desta forma, a condicdo de estacionariedade de um processo ARMA(1,1) é a

mesma que para um processo AR(1) e a condi¢ao de invertibilidade é a mesma

que para um processo MA(1).

Modelo ARMA(1,1)
Zt = ¢1Zt—1 +ar— a1
(1-¢B)Z, = (1 - 6B)a,

Estacionario: 1 — ¢B = 0 — B = ¢i, IB| > 1 |é| > 10| < 1
1
Invertivel: 1— 6B =0 B ==,|B| > 1 - |§| > 1060 < 1

De forma geral: MA(o0)
Z,= 60(B)p ™ (B)a,
%K_J

¥(B)

Dbl < oo
legf < o0

Y(B)
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Z; é estaciondrio se as raizes de ¢(B) = 0 forem, em mddulo, maiores do que

1. O processo MA é sempre estacionario.
(B0~ (B)Z; = a,
H_J

(B)

Yl < oo
Zn% < 00

Z; é invertivel se as raizes de §(B) = 0 forem, em mdédulo, maiores do que 1.

m(B)

{ AR(p) — sempre invertivel
MA(q) - sempre estaciondrio

Determinacao da facv e fac.

Multiplicando todos os membros de Z, por Zt_]- e tomando esperancas

obtemos:
y] - E(ZtZt—]) - E[(d)lzt_l + -+ ([)pZt_p + at - Glat_l — e ant_q)Zt_j]
Yi = (:blyj—l +t+ ¢pyj—p + yZa(j) - QlyZa(j - 1) -t gqua(j - Q)

Onde yz,(j) é a covaridancia cruzada entre Z; e a;, definida por:
Yza() = E(atzt—j)
Como Z,_ ;j 86 depende de choques a; ocorrido até instante t — j, obtemos:

(=0,j>0
yZa(.]){;t O,jSO

Deste modo:

Vi = P1Vj-1 + ba¥j2 + o+ dp¥ipJ > q

a fac sera:
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Pj = ®pj-1+ G2pj2 + -+ Pppjpj >q

Ou seja, as autocorrelacoes de “lags” 1,2, ...q serdo afetadas diretamente pelos
pardmetros de médias moéveis, mas para j > g esses se comportam como nos
modelos autorregressivos.
Ex: ARMA(1,1)

Vi = ¢1Vj—1 +¥2a() — 61¥2,(G — 1)

paraj=1

Y1 = P70 +¥za(1) — 0177,(0)

Y1 = P1Yo — 61¥24(0)

Y1 = 1Yo — 9103

Yza(1) = E(atZt—l) = E[at(¢1Zt—2 +ai1— 91at—2)] =0

Y24(0) = E(a;Z;) = Elar($1Z;-1 + a; — 61a,1) = 02

paraj =20
Yo = h1¥1 +¥2z4(0) — 6,1yz,(—=1)
Yo = ¢1¥1 +¥2z2(0) — 6, [Ug (¢1 —61)]

Yo = ¢1Yo + 05 — 0 01(p1 — 61)

Vza(—=1) = E(a;Zi11) = Elas($1Z; + arq — 01a,)] = ¢1E(aZ;) — 6,E(a®,)
= 0,062 — 0,02 = 02 (¢ — 0;)

¥2a(0) = E(acZ;) = of

Temos entdo que:
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{Vo = ¢1v1 +0Z —0f 6:($161) (1)
Y1 = $1¥o — 9103 (2)

Substituindo (2) em (1), temos:
Yo = $1(P1vo — 610%) + 0f — 05 (P — 61)6,
= ¢* Vo — $1010¢ + 0% — 0 (Pp1 — 6,)6,

, 1—$10; — $16, + 6%
a 1- 67,

_ 2 1 - 2([)191 + 921
N O-a 1 - 921

Por sua vez:

2 1 + 921 - 2¢191

- 910'5 =

, [0+ 010% — 292 0, —6,(1-¢2)]
1—¢2, B

2 [P1+¢1021-2¢%,0,-0,+¢2,6;
1-¢2,

2 ¢1+¢1921—¢2191—91 _
=0} ——y =
, [916:(6; — §2) = (6, — 9] _

= 0g4 1_¢21

2 [(B1¢1 — (61 — ¢,1)]
a 1 _ ¢21

A fac serd dada por:

_n_ (1 —¢1601)(¢1 —61)
Py T 11 6% 2.6,

Lembrando que yj = ¢1¥j_1 +¥za(j) — 01¥2z4(j — 1), entao:

paraj = 2,Yz4(j) e yz4(j — 1) serdo iguais a zero. Por isso: p; = ¢1pj_y1,j = 2.
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Nota: os termos de MA entram somente na determinacdo de p;. Para j = 2 hé

influéncia apenas da parte AR.

FUNCAO DE AUTOCORRECAO PARCIAL
Os processos AR(p), MA(q) e ARMA(p,q) apresentam fac com caracteristicas
especiais:
i) Um processo AR(p) tem fac que decai de acordo com exponenciais e 0s
senodides amortecidas, infinita em extensao;
ii) Um processo MA(q) tem fac finita, apresentando um corte apds o lag q;
iii) Um processo ARMA(p,q) tem fac infinita em extensdo, a qual decai de

acordo com exponenciais e/ou sendides amortecidos, apds o lag (q — p);

Essas constatacbes serdo uteis no procedimento de identificacdo desses
modelos. Calcularemos as estimativas das fac, e com base nas estimativas
vamos escolher um ou mais modelos que descrevem o processo estocastico.

Outra medida util no processo de identificacdo de modelos é a funcao de

autocorrelagdo parcial (facp).

Notagao: Vamos denotar por ¢y ; o j-ésimo coeficiente de um modelo AR(k),

e seja ¢y o ultimo coeficiente. Sabemos que:

Zt = ¢1IZt—1 +a; AR(1)
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Ze = 1221 + G222t + a; AR(2)
Zt = ¢13Zt—1 + ¢23Zt—2 + ¢33Zt—3 +a; AR(3)
Pj = br1Pj—1 + PrapPj—2 + -+ Qrrpj_roparaj =12,.. .k

Obtemos as equagoes de Y. W.

[ P1=Pr1Po + Pr2p1 + -+ + GriPr-1
P2=Pr1P1 + Pi2p0 + -+ + PrrPr—2

Pr=Pr1Prk-1 T Pr2Pk—2 + - + GrrPo

Na forma matricial:

P1 1 p2 Pk 2[|Prz| _ [P2

1 P1 P2 Pr- 1‘ ld)la P1

Pk-1  Pk-2 .0k 3 Pk Pk

Resolvendo sucessivamente para k = 1,2, ..., obtemos:

$11=p1
1 p 5
by = P1_ P2l _ P2~ P
2701 ;| 1-p2
pr 1
1 p1 ps
p1 1 p;
_ P2 P1 P3
P33 = 1 p1 p2
pr 1 p
pz p1 1
De forma geral:
P |
d) =
TN

Onde p; ¢ a matriz de autocorrelagdes e p*, ¢ a matriz p; com a tultima

coluna substituida pelo valor das autocorrelagoes.
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A quantidade ¢y é chamada funcao de autocorrelagio parcial (facp)
Pode-se verificar que: (Box, Jenkins, Reinsel, 1994):
i) Um processo AR(p) tem ¢y # 0,parak < pe ¢y, = 0,para k > p;
ii) Um processo MA(q) tem facp com decaimento exponencial e/ou
sendides amortecidas;
iii) Um processo ARMA(p,q) tem facp que se comporta como a fac de um
ARMA(p, q).
E necessério estimar a facp de um processo AR, MA ou ARIMA;
Uma possibilidade ¢é estimar, sucessivamente, modelos AR de ordens
p=1,2,3.. por MQO e tomar as estimativas do ultimo coeficiente de cada
ordem.
Outra maneira é substituir nas eq. Y. W. as fac p; por suas estimativas:
r; = ¢A’k1rj—1 + -t (f)kkrj_k,j =1,..k
Resolvendo para k = 1,2, ...
Pode-se verificar que ¢y, é igual a correlagdo parcial entre as varidveis Z; e
Z:_y ajustadas as varidveis intermediarias Z;_q, ..., Z¢t_g+1

Zt—li oy Zt—k+1

} | i | Ex: k=3
iz Zip Ziyq  Z,
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Ou seja, ¢yr mede a correlagdo remanescente entre Z; e Z;_, depois de
eliminada a influéncia de Z;_1, ..., Z;_r+1- O que sobra da correlagdo entre duas
variaveis, depois de eliminado o efeito das varidveis intermediarias.

Exemplo: a correlagdo entre os valores ajustados

Zt—P11ZigeZipy — P11Zeq

Corr(Zy — ¢p11Z¢-1,Zt—2 — P11Z¢-1) =

=Corr(Zy — p1Ze-1,Zt—2 — p12e-1) =

_ Cov(Zy — p1Z¢-1,Z¢-2P1Z¢-1)
[(Var(Z, — p1Z,-)Var(Z,—, — plzt—l)]%

1. Calculo do numerador
E[(Z; — p1Zi-1)(Zt—2 — p1Z¢-41)]
=E(ZiZy—2) — prEZZi1) — p1E(Zy1Z,5) + leE(Zzt—1)
=Yy = P1¥1 — P1¥1 + P2 Yo = V2 — 20171 + P2 Yo
2. Calculo do denominador
Var(Z, — p1Zi—1) = Yo — p*,¥o = Yo(1 — p%,)
Var(Ze—; — p1Ze-1) = Yo — p*,¥0 = vo(1 — p?,)
Assim:
Corr(Zy — p1Zi—1,Zt—2 — p1Z¢—1)

V2= 2p1V1 + 0% Y0
= > (+ 7o)
Yo(1—p2,)

_p2—2p% +p%,
(1 - le)
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Pode-se verificar que sob a suposicdo de que o processo seja AR(p), as facp
estimadas de ordem p+ 1,p + 2, ... sdo aproximadamente, independentemente

distribuidas, com

Var(fu) ~ 5 k2 p+1
Se N for grande, ¢y, tem distribuicio aproximada normal, possibilitando a
construcio de I.C. para ¢py.
A fac é 1til para identificar modelos MA, enquanto que a facp é util para
identificar modelos AR. Para modelos ARMA, as duas fun¢des ndao sdo muito
adequadas para a identificacdo. Existe a funcdo de autocorrelacdo estendida

para essa finalidade (Tsay e Tiao, 1984).

MODELOS NAO ESTACIONARIOS

Até agora estudamos modelos apropriados para séries estaciondarias, ou seja,
séries que se desenvolvem no tempo ao redor de uma média constante. Na
pratica, as séries nem sempre sio estacionarias.

Por exemplo, séries econdmicas e financeiras sdo nao estacionarias, mas
tomando-se diferencas tornam-se estacionarias;

Assim, se Z, ¢é nao estaciondria, W,=Z;,—Z,_1 =0 —-B)Z;=AZ, ¢

estacionaria.

Ex: PIB(Ag) e M —1ZV(A4() sdo nao estacionarias.
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Existem diversas formas de néo estacionariedade. A condicao
estacionariedade requer que |¢| < 1, no modelo AR(1) abaixo:
(1—¢B)Z, = a,
Se ¢ = 1 obtemos um processo nao estacionario:
Z, =Z,_1+a, (processo aleatorio)

Porém AZ; = a; é estacionario.

de

Séries Z;, tais que, tomando-se um numero finito de diferencas, d, tornam-se

estacionarias, sao chamadas ndo estaciondrias homogéneas, ou ainda, séries

que possuem raizes unitérias.

Outras séries ndo estaciondarias, ndo-explosivas:
— 2
Xt —_— ﬁo + ﬁlt + Et' gt"’RB(O, O-a)
Esse processo é chamado “trend stationary” (tendéncia deterministica).

1) EXe) = pe = Po + Pt

ii) Tomando-se uma diferenca,

Xe—Xee1=PBo+Bit+ee—Po—P1(t—1)— &1 =P1 + & — &1

(1-B)X, =B + (1 - Ble,
ARMA(1,1), com ¢p =60 = 1.
Portanto, este modelo é ndo estacionario e nao invertivel;
iii) Se W, = X; — X;_1 = (1 = B)X; = AX; » W, = AX, = B, + Ag,
W, é um processo MA(1), estacionario, mas nao invertivel.

iv) Retirando a tendéncia de X; temos:

Y =Xe— Bt =Po &
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agora, Y; é estaciondrio e invertivel.

MODELOS ARIMA
Se W, =A%Z, for estacioniria, podemos representar W, por um modelo
ARMA(p, q), ou seja:

¢(B)W, = 6(B)a,
NOTA: Se W, for uma diferenca de Z;, entao diz-se que Z; é uma integral de
W;. Dai a denominacao de modelo autorregressivo integrado de médias
moéveis, ARIMA:

$(B)AZ, = 6(B)a,
o(B) = ¢(B)AY; ¢(B) — draizes = 1 e praizes em médulo > 1

Este modelo supde que a d-ésima diferenca de Z; pode ser representada por
um modelo ARIMA, estaciondrio e invertivel de ordem (p,d,q) e escrevemos
ARIMA(p, d, q).

No modelo ¢p(B)W, = 8(B)a; todas as raizes de ¢(B) estdao fora do circulo

unitario. Equivalentemente:
9(B)Z; = 0(B)a,
Onde ¢@(B) é um operador autorregressivo ndo estacionario, de ordem p + d,

com d raizes.

@(B) = ¢(B)AY = ¢(B)(1 — B)*
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NOTA: como A%Z, =A%Z,, para d > 1, ¢é indiferente escrever ¢(B)Z, ou
@(B)Z;.
Na maioria dos casos, d =1 ou d = 2. Em geral diz-se que X; é integrado de
ordem d se A%X, for estacionario, e escrevemos X,~I(d). Se d =0,X, ¢é
estacionéario.
Exemplos:
i) ARIMA(0,1,1):AZ, = (1 — 6B)a,
ii) ARIMA(1,1,1):(1 — ¢B)AZ, = (1 — O6B)a,
iii) ARIMA(p, 0,0) = AR(p); ARIMA(0,0,q) = MA(q);
iv) ARIMA(p,0,q) = ARMA(p,q)
O exemplo i) é um caso importante. Ele também é chamado IMA(1,1):
Zi=Zi 1+ a;—0a;_4
Pode-se demonstrar que Z; pode ser escrito na forma autorregressiva:
Ze—Zi1=0a; —0a;_q
(1-B)Z, = (1 —-6B)a;
(1-6B)'(1-B)Z; = a,
(1+6B+6%B?>+6°B*+--)(1—-B)Z; = a;
(14+6B+6?B*+63B>*—-B—0B*—-0%B3—03B* - ---)Z, = a,
(1-B(1-0)-B*60(1-0)-B3%60*(1 —0)—-)Z; = a;
Zi—(1= 02y —0(1 = 0)Z;, — 021~ 0)Zy 5~ = a
Z,=(1-60)Z,_,+60(1—0)Z,_, +60*°(1 —0)Z; 3+ -+ a,

fazendo A = 1 — 0, entéo:
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Ze=AZi A =DZ; + AA = D?Zi_ g+ + a;
Z; é dado em termos de seu passado através de uma ponderacao exponencial
Do cap.4 — ses. (4.15)

Os modelos ARIMA sao adequados para séries que representam um

comportamento nao estacionario homogéneo. Por exemplo:

i.  Séries nao-estacionarias quanto ao nivel: oscilam ao redor de um nivel
médio durante algum tempo e depois saltam para outro nivel
temporario. Para torna-las estacionarias é suficiente tomar uma

diferenca. Ex: séries econdmicas.

Z;

v

ii.  Séries nao estaciondrias quanto & inclinacdo: oscilam numa direcdo por
algum tempo e depois mudam para outra direcdo temporaria. Para

torna-las estaciondarias é necessario tomar a segunda diferenca.

FORMAS DO MODELO ARIMA
i) Em termos de valores prévios de Z; e do valor atual e prévio de a;
ii) Em termos de valor atual e prévios de a;;
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iii) Em termos de valores prévios de Z; e do valor atual de a;;

Forma de equacao de diferencgas (iitil para calcular previsées)
Ze =@1Zia v @2l o+ -+ Qpralipgtar— 0104 —ar_p — - — 0gas_g

®(B) =1— @B — @,B* — - — @, 4B

Forma de choques aleatorios (itil para calcular a varidncia dos

erros de previsao)
Zy=a; +YPiai_1 +YPra,_5 + - =YP(B)a;
Zy = Y(B)a;
@(B)Z, = p(B)Y(B)a;
Lembrando que:
¢(B)W, = 6(B)a,

d(BIAZ, = 6(B)a,
<P(B)Zt = H(B)at (1)

Assim:

¢(B)Z; = 9(B)Y(B)a,
6(B)
6(B) = ¢(B)Y(B)

Logo, os pesos ¥;do processo Z; podem ser obtidos identificando-se
coeficientes de B,B? .. (1 - @B —-- g0p+dBp+d)(1 +yY;B+yY,B+--)=1-—
HIB - _6232 — quq

Agrupar polindmios em B, depois em B?, etc.
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Exemplo: considere o processo IMA(1,1)
(1-B)Z, = (1 —-6B)a,
p(B)=1-B;6(B)=1—-6B
nota: nao ha parte autorregressiva.
1-B)A1+vy,B+y,B*+--)=1-06B
1+ yYB+y,B>+-)—(B+yY;B*+y,B>+--)=1—-06B
1-1-y,)B..=1-6B
1-y, =86
Pr=1-10
De forma geral:
Yi=1-6,j=12,..
De modo que:
Zi=a,+(1—-60)a,_+ (1 —-6)as_, + -
Note que Y. 9; = oo, por isso o cardter ndo estaciondrio de Z;. Reescrevendo Z;:

Zt = at+(1_6)2}>‘;1at_] = at+/15at_1, /1= 1_ 6

Onde S é o operador soma.

Forma invertida (autorregressivo infinito)

Lembrando que:
Zi=ar +Prai g+ = Pp(Blag

l/)(B)_IZt = ag
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(1—-mn,B—m,B?>—-)Z, = a,

n(B)
n(B)Z,=(1— ) niB)Z,=a
t ; j t t

Segue que:
n(B)Z; = a;
0(B)n(B)Z; = 6(B)a;
6(B)n(B)Z, = 6(B)a, = ¢(B)Z,
¢(B) = 6(B)n(B)
Portanto, os pesos ; podem ser obtidos da utilizagdo acima, conhecendo-se os
operadores @(B) e 8(B).
Exemplo: ARIMA(1,1,1)

(1-¢B)A-B)Z, =(1-6B)a,

®(B) 6(B)
oB)=01—-¢B)(1-B)=1-B—¢B+¢pB* =1—-(1+ ¢)B + ¢$pB?
6(B) =1 - 6B.

Retomando ¢ (B) = 8(B)n(B), temos:

®(B) = 6(B)r(B)

1-(1+¢)B+¢B?>=(1-6B)(1 —n,B—m,B? — )
1-(1+¢)B+¢B?*=(1—mB—myB*>—-+)— (6B — 6mB?> — On,B3 — -+ ) =
=1—(m; +60)B — (m, + 6m;)B* — -

Calculo de my:

1+¢p=m +06
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m=01-0)+¢
Calculo de m,:

¢ = —(m, + 0my)
p=-m,+6(p+1-0)
¢=-m+¢p0+6—062
M, =0 +60—602—¢
m,=0(1-0)—¢(1—0)

m,=(0—-¢)(1-06)

m=0-¢)(1—-0)6/7%j>3

TERMO CONSTANTE NO MODELO
No modelo ARIMA (p,d, q) dado por ¢p(B)W; = 6(B)a; um termo constante foi
omitido, implicando que E(W;) = u, = 0. Este modelo é conhecido como

modelo de tendéncia estocéstica. Este processo é nao estaciondrio e muda de

nivel e/ou inclinagio com o tempo. GRAFICO 5
A néo estacionariedade (tendéncia) é caracterizada pela existéncia de zeros de
®(B) sobre o circulo unitario. GRAFICO 6

Existe também a tendéncia deterministica, que muitas séries podem

apresentar. Podemos ter, de forma geral:
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Z i t/ + 6(5)
= ; .a
A LT TCR
j=0
Ou seja, Z; é a soma de um polinbmio de grau m e de um processo

ARIMA(p, d, q).

De outra forma:
Z; =T, +Y;

Onde Y, segue um modelo ARIMA(p,d,q), isto é, ¢(B)A%Y, = 8(B)a,. Segue
que Z; é nao estacionario se m > 0 e/ou d > 0.

Tomando-se d diferencas, temos:

9+@ =d
L o qb(B)at,sem—
A2e=1 o)

—ay, sem<d

»(B)

Onde 6, = B4d!, obtendo-se entdo uma série estacionaria.

Vamos verificar 3 casos:

e m=d=0:
7 = +LB) 7. & estacioniri
+ = Bo 508 a, (Z, é estacionaria)
e m=d=1:
_ 6(B) 6(B)
Zt_Zt—l_Bo+ﬁ1t+mat_Bo_ﬁl(t_l)_mat—l
6(B)
=p + m(at — 1)
0(B
=p &) (1-B)a,

1Y 5B -B)
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6(B)

:ﬁl+mat

e m=d=2:
Lembrando que:
AZy =NZy—Zy 1) =2 — 22 1+ Zi,
=(1-2B+B?»7Z,

= A?

6(B)

Ze =22+ Loy = Bot But + fot® + o e e

—2|(Bo + Bt — DB, (t — 1)* + 5(8) + Bo+ Bt —2) +
ﬁo ﬁl ﬁZ ¢(B)(1 — 2B +BZ) ag—1 BO ﬁl

6(B)

+B,(t — 2)° t S =28 1 55 %2 = o + Bt + ot —

—2Bo — 2Bt + 21 + 2B,t% + 4Pyt — 2B, 4 Bo + Put — 2By + Bt — 4Byt + 4P,

¢(B)(1 - 2B + B?) % = »(B)(1 — 2B + B?) Ae-1

6(B) B
OIS EY D

6(B)

=25 sy -2+ )

— 201 +a;_3)

0(B) 6(B)

=2'82+¢(B)(1—ZB+BZ)(1_ZB+BZ)at:2'BZ +Wat

De forma geral para m = d(> 0), temos:
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6(B)

A7, = ﬁdd +¢(B)

6o

Isso significa que podemos incluir uma tendéncia polinomial deterministica de
grau d no modelo, bastando acrescentar uma constante 8:
@(B)Z; =6, + @at
¢(B)Y(B)
No caso m >d, teremos um modelo ndo estaciondrio. Se tomarmos m
diferencas obteremos um processo estacionario, mas nao invertivel.
Se 6, # 0, obtemos:

6o

R - —

d(B)AYZ, = 6(B)a, + 6,

d(BIW, = 0(B)a, + 6,

(1—¢1B — ¢,B* — - — p,BP)W, = 6(B)a, + 6,

E(we = ¢1Weo1 — aWez = = PpWi—p) = E(0(B)ar) + 6o
— P1liw = P2y = = Ppley = B9

Ho(L— 1=y — =) = b

6
T=¢1— 62—

w = E(Wt) =

e, se W, = W, — E(W,), teremos ¢(B)W, = 08(B)a,.

Daqui em diante vamos supor que, d > 0, u,, = 0 e, portanto, 8, = 0.
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