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Figuras Planas




Introducao

® Porque estudarmos as propriedades das figuras planas?

® Astensdes podem ser escritas em fungao do esforgo solicitante e de alguma
propriedade da secao transversal

® Essas podem ser areas e momentos de inércia de areas



Defini¢oes

® Para uma figura plana qualquer, definimos:

* AreadafiguraS:

A=jdA
S

>~




® Momento estatico de S:

M, = JydA,emrelag:éo az
S

M, = Lz dA,emrelacaoay

Defini¢oes

>~




® Momento deinérciade S:

I, = Jyz dA,emrelacio a z
s

I, = fszz dA,emrelacido ay

Defini¢oes

>~




Defini¢oes

® Momento polar de inérciade S:

]=Lr2dA

onde r € a posi¢ao radial da area infinitesimal dA4,
ousejar? =y? + z2.

>~




Definicoes

® Momento estaticode S:

M, = jydA,emrelagéoaz
S

M, = jsz,emrelagéio ay
S

Y
\

® Momento deinerciade S:

I, = fyz dA,emrelacio a z
s

I, = fzz dA,emrelacido ay
s




Propriedades do Momento Estatico

® Considere o problema da figura.

® Para haver equilibrio ao redor de z, temos:

Zmigdi=0—>2midi=0
[ [

Importante: d; tem sinal!




Propriedades do Momento Estatico

® Se estendermos o mesmo conceito para um solido de
densidade y e espessura t constante:
fydm=fyytdA=O Q \
ytfydA=thZ=0 '
S

Logo, para haver equilibrio: M, = 0



Propriedades do Momento Estatico

® Agora, ndo é todo o eixo que apresenta a
propriedade anteriormente descrita.

® Efacil ver nafiguraque M, # 0




Baricentro de uma figura plana

® O baricentro (G) € o centro de massa da figura.

® Por ele passam dois eixos principais que
satisfazem:
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Baricentro de uma figura plana
® Observando a figura:
y' =y+Yc

® Assim, o momento estatico em relagdo ao eixo z pode
ser escrito como:

Mslz=jy’dA=f(y+yG)dA=fydA+ijdA
S S S S

Ms,z = Ms,zo + Ve j dA = ycA
S



Baricentro de uma figura plana

¢ Logo:

_ M,
Yo =
® Analogamente:
M
Zg = >




Baricentro de uma figura plana
M,
Yo =)
M; ,,
Zg = y

® Momento estaticode S:

M, = Jy dA,emrelacao a z
S

Mg, = JZ dA,emrelacaoay
S




Baricentro de figuras compostas

® Para determinar o baricentro de figuras compostas:

Ay

n
Mst,%tal = Z Yeidi =y A
i=1

® Logo:

Mtotal
S,Z
Ve = 2

comA =) A;.



Exemplo: Retangulo

y ® Vamos fazer os calculos para determinar o
4 baricentro do retangulo:
dA=h'dz
M
l ZG — Z,y)A — b h
/|
/
Gx ? b ZZ b hbz
/ Ms’y=jsz=jzhdz=h— =—

SN S— dA=bdy
> 7

N




>

Exemplo: Retangulo

® Agora, para a posi¢ao yg:

dA=h'dz

SFES
N

Q)
SONONNNNNANN

N

SN S— dA=bdy
> 7




Exemplo: Retangulo

y
A
® Para mostrar que o eixo z, € o0 eixo no qual o
dA|= h-dz momento estatico € zero:
/|
’ : i
s U MSZO=L;vdA=j_ﬂybdy=b 7]h
L _h
x /|
/|
/|
( 1/h\* 1( R\’
SSSSSSSSS— dA=b-dy M.. =b|=(=] ==(==) =0
/] > 7 $/%0 2\2 2 2




Baricentro

® Nota importante: o baricentro sempre esta sobre os eixos de simetria da area!

y y

e s
G, _ V141 + y24; 7 /(;2/ _ V141 — Y24,
7777777 Yo = T4 v 4, /C) YT Ta 4
N v A ;
\’?Q G, 2 / ] Y2
A Y1 ///
>Z / /| .-




Centroides de formas comuns de superficies

r_Fonna de Superficie = ! ¥y Area
Triangulo E Qb'_
3 2
2
Quarto de circulo ili & =
3n 3n 4
0 £ w
Semicirculo 3n 2
Limitada por dois
segmentos dereta | 4a 4b nab
perpendiculares e um ' 3n 3n 4
quarto de elipse ' . 7
| Obs: Baricentro = Centroéide
Limitada por um 4b e
segmento de reta e 0 [ _.2
| uma semi-elipse : 3n
, I
Limitada por dois , |
| segmentos de reta ; !
perpendiculares e um 3a 3h ah
| arco de parabola do 4 10 3
| 2°grau.
Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e um n+l 4 [ B *1 A ah
arco de parabola do n+2 dn + 2 n+1
graun.
Setor circular 9r sen 0. 3 2
3o ; w i
! FERDINAND P. BEER E E. RUSSELL JOHNSTON,JR.




Momentos de Inéercia

® Os momentos de inércia sao importantes para a flexao = Determinam a
rigidez a flexao (com o modulo de elasticidade do material determinam
quao rigido uma barra € em relagdo a Flexao)



Momento de inercia: retangulo

Y
A
o n . .
dA=h-dz Para o retangulo que vimos anterlo,rm.ente,
vamos calcular os momentos de inércia em
| relagdo aos eixos y e z.
/|
¢
/1 ® Paraoeixo z:
G %
X /|
? h h
3 b h3
g IZ=Jy2dA=Jy2bdy=b y?] =
NSNS SS— dA=b-dy s 0 0
Vl » Z
X K




Momento de inercia: retangulo

S

dA=h'dz

® Paraoeixoy:

b ZBb hbS
IszZZdA=fZZhdz=h[—] —
S 0 30 3

Q)
SNOUONNNANNNN

SN SSSSS— dA=bdy
> 7

N




Momento de inercia: retangulo

Y ® Vamos repetir o procedimento para 0s eixos y,
e Zy.
dA=h-dz
® Para o eixo zj:
/|
/|
? h
S can=[*yvay=n [2]

? IZO=fSy dA=f_Ey bdy=1>b ?]_E
/|

SN SSSSS— dA=bdy
|7| > 7

PN YN YA B 1S
X K ©="13\2) "3\ 2/ | 12




Momento de inercia: retangulo

Y
A
dA|=h.dZ ® Paraoeixo yy:
7 b 3
? IJ’ozfzszszZZhdZ=b[?]
G /| S —5 b
X /|
/|
7 3
J 1/b 1 b
SOOI —dA=b-dy I, =h 3lz) —3\—3
/1 > 7
~




Momento de inercia: retangulo

y
A
dA=h-dz
| ® Como pode ser visto, 0s momentos de inércia
? em relagao aos eixos que passam pelo
? baricentro ndao sao nulos, porém sao minimos!
G, [
? ® Como relacionar os momentos de inércia dos
g dois sistemas?
SN SSSSS— dA=bdy
VI » Z
B K




Teorema de Steiner

® Vamos analisar a relagao entre os eixos z e s.
Podemos escrever a relagao entre as distancias
medidas entre a area infinitesimal e os eixos como:

y=t+d




Teorema de Steiner

® Assim, podemos escrever o momento de inércia em
relagao ao eixo z como:

zz=jy2dA=f(t+d)2dA=j(t2+2td+d2)dA
S S S

Izzjtsz+2djtdA+d2JdA
S S S

I, =I;+ 2d Ms s + d?A




Teorema de Steiner

» S

® Se o eixo s coincidir com o eixo que passa pelo
baricentro z, (ou seja, M, = 0):

I, =1, +d*A

® Seafigura é composta, é possivel obter o baricentro da
figura composta transportando todos os momentos de
inércia para o eixo do baricentro da figura composta:

n
I, = Z(Izo,i + d?A;)
i=1



Momento de inércia de um triangulo

® E possivel demonstrar que:

b h3
=17
dA
% b h3
G % =36
»Z




Momento de inercia de um circulo

Yo
dA
8 * E possivel demonstrar que:
G
¥ > ZO  pe
I, =1, = 2




Momento Polar de Inercia

dA ® Para calcular o momento polar de inércia
vamos utilizar um circulo. Assim:
2w R
— | 294 = 2
) > ]—f‘r dA—f frrdrd@
Zo s o Jo




_— J — | .. | Momento deinércia de
‘ ' figuras geometricas
—/ | comuns

| > - . )
|/ | | L) Teorema de Steiner

o

Tridngulo

12
1 I, =1, +d*A
2

b JI
+y
r, 1 1
| Ter
Circulo —* =z I1,=1,= 1 . h L _;-r-r‘
K/ Que lc  ———— : ' 16
I r

Semicirculo

,
Kj'\ 1,=1,-L a Elipse /G
= -




b h3 IL,=1+d,*.A




Exemplo: Prova P2 [ 2019

12Questdo: Considere a figura plana dada
(pentdagono) e determine:

A) O centro de gravidade G em relagao aos eixosY
e Z dados;

B) O momento de inércia em torno do eixo
vertical que passa por G.

3cm

3cm

......... Y



Exemplo: Prova P2 [ 2019

Para o cdlculo do item A) precisamos dividir a figura

em dreas mais simples para o cdlculo: 3em

oy o

| 3cm :3cm | | 3cm :3cm

Considerando as figuras ao lado, podemos construir
uma tabela com os valores e posicoes dos
baricentros das figuras em relacdo aos eixos dados.




Exemplo: Prova P2 [ 2019

| —Quadrado
Il - Triangulo 6 1 9 Sem
3cm 3cm
_YIA1+YI1A11_6'36—6‘9_6 |
Y6 = A+ A, = 36-9 =6cm
" 3cm  3cm " 3cm  3cm

Esta sobre o eixo de simetria

_ZIAI+ZHAH_3.36_1.9_99_367
6T A +4,  36-9 27 orem




b h3 IL,=1+d,*.A




Exemplo: Prova P2 [ 2019

Sendo assim:

A) As coordenadas do baricentro G sao (6; 3,67).

Ja para o item B, precisamos redividir as areas com
o tridngulos cuja base esteja paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2 [ 2019

3cm

- A\ -

e T —

| 3cm .3cm . 3cm 3cm

Ja para o item B, precisamos redividir as dreas com
o triangulos cuja base esteja paralela ao eixo z.




Exemplo: Prova P2 /2019

3cm

\

3cm

......... -y

Dessa forma:

__ jquad tri
IZO - Izo - 2Izo

663 3-33 3-3 |
I, = 17 — 2 36 +1 ._2 . ‘ ‘3cm k ‘3cm

Io = 108 — 2(2,25 + 4,5) = 94,5 cm* “3cm  3cm 3em 3cm




Exemplo: Prova P2/ 2019

Apesar de ndo ser pedido no exercicio, vamos calcular o momento
de inércia na outra dire¢do:

I

_ jquad tri
yo — Iyo — I

Lo = 6'63+|3 3,67|% - 36 6'33+|1 3,67|2-9
Yo\ 12 ’ 36 ’

3cm

| 3cm | 3cm

I,o = (108 + 16) — (4,5 + 64) = 55,5 cm*

3cm

3cm

| 3cm | 3cm

3cm



Questao B da SUB 2019

Questdo B (3 pontos): Para a secdo transversal da figura, determine:

a) a posicdo de centro de gravidade G, fornecendo coordenadas e indicando os eixos de
referéncia;

b) o momento de inércia em relacdo ao eixo horizontal passando por G.




Questdo B (3 pontos): Para a secdo transversal da figura, determine:
a) a posicdo de centro de gravidade G, fornecendo coordenadas e indicando os eixos de

referéncia:

b) o momento de inércia em relacdo ao eixo horizontal passando por G.

v

a)YG =0

4a.3a

4a.3a

+2a.a

2a.a3 a 13a
Yo K 12 )+(E_T

-y
\—’

P~

|l

3
+ (4a.(3a) ) + (Za
36

4
= 227% _ 6542a%
24

Yo

2a+2a.a= 13a

— = 1,625a

)2 . (2a. a)] +

13a)2 (4a.3a
8 ' 2

)



b h3 IL,=1+d,*.A




Calcule os Momentos de Inércia em relagdo aos seus eixos principais de inércia.

(E3) ”
4 t
24cm 12km  24cm
| |
R | l _|
£
5 >y Il
< G
g I—
S 11
L S
12cm'12em' 12em

1) Calculo do Centro de Gravidade.
scg =0 Pois Ot é um eixo de simetria da pega.

— AI B t('l.’il + All i t(‘(ill L A I - tC(illl

Lan
= AtA A,

. _60.12.66+12.48.36+36.12.6
= 60.12+12.48 +36.12

R =4] ¢cm



12cm

48cm

12cm

4
24cm 12gm 24cm
| |
L
o »y 2) Momento de Inércia em relagcdo ao eixo Oy.
[ I =1+ 1+ Ly,
}I2Lm~'la:m-lhlzuml
’ 60.12° : 2 : 4
[, =1,+A,.d° > [ = T +60.12.(66-41)" = 458 640 cm
; 12.48’ . 2 )
Ly =1 tA,.d> D I = +12.48.(36-41)" =124 992 cm
[
36.12°

Iy, =lp+Ag.d® S Iy = = +36.12.(6-41)" = 534 384 cm*

S

I, =458 640 + 124 992 + 534 384 = 1118 016 (cm?®)



12¢m

48cm

cm

2

g ol e 3) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oz.
[z e IIZ+ lllz+ Illlz
a 3 : 12.60° | 4
. . =L+A 0 - l[;,:T:ZlﬁGOOCm
1
%l"’cm%l’cm%.l’cm*' 2 48. 121 _ 4
S e i =l tAL L S5 Iy, = 12 =6912cm
: 12.36° B )
e = Lyt Ay .07 > 1y, = 12 0020 o

. I, =216 000 + 6 912 + 46 656 = 269 568 (cm*)

4) Conclusdo: a peca ¢ mais estavel em torno do eixo Oy.



(E5) Para a secdo transversal da figura abaixo, determine: Decompondo a pega em 3 partes temos:

a) A posicdo do centro de gravidade (fornecer as coordenadas e indicar os
eixos de referéncia). ]
b)Os momentos principais (centrais) de inércia.

¢) As dire¢des dos eixos principais (centrais) de inércia.

“ 1] /\

&

E | 1) Calculo da Area.

2

Bl D _ 18.6 .
A=A-A ;A S A_24'24'18'15'T > A=252cm’

=

L ; 2) Calculo do Centro de Gravidade.

scg = 12 cm  Pois um eixo perpendicular a Os em 12 ¢cm divide a pega simetricamente.

t.. = AI e Au Legn™ Am Legm
CG
Al' All' AII]

24.24-12-18.15-7,5-w7'6.17

t('(i o 252

> to =1575cm



(E5) Para a se¢do transversal da figura abaixo, determine: Decompondo a pega em 3 partes temos:

a) A posi¢do do centro de gravidade (fornecer as coordenadas e indicar os
eixos de referéncia). [ ]
b)Os momentos principais (centrais) de inércia.

c¢) As diregdes dos eixos principais (centrais) de inércia.

A
t 11 /\
E.
& 1) Calculo da Area.
Q
O
—— - 18.6 i
A:A[_A“_Al” 9 A—24.24‘18.15'T 9 Azzszcm"
7
- “ V73 5. \ 2) Calculo do Centro de Gravidade.
BCI‘I‘I{ 18¢m Tj,cmj[ scg = 12 cm  Pois um eixo perpendicular a Os em 12 cm divide a peca simetricaments
t. = Al 'tL‘(il-'AII Legn - Am Legm
CG
< y’ Al' Au" Aul
G (12;15,75)
24.24.12-]8.15.7,5-187'6.17
te = 353 > t. =1575cm




3) Momento de Inércia em relagdo ao eixo Oy.

I =11

ly Ty

B lllly

" 24.24° 5
lly. g Ils+A| T 9 lly = 12 +2424(l2"15375)— = 35748 cm4

4) Momento de Inércia em relacdo ao eixo Oz.

3
Iy =Lt Ay i S LAY +18.15.(7,5-15,75)* =23 439 cm*
=111
18.6° 18.6 .
lllly B Ims+Am .d’ = llll.v ™ 2: i 826’(17'15’75)‘ =192 cm’ , 24.243
[,=1,+A,0° > I,= 5 =27648 cm’
I, =35748 — 23439 — 192 = 12116 (cm®)
] . s : _15.18° :
T : I||£ - l[|[+A1| -0- 9 [I!: - 12 - 7 290 cm
5
' . ., 69 69 _,
/b\ —> é /\I Iy = It Ay d® > e = 2.[ 36 . 2 '3—) = e
G (12: 15.75) il
& _
8 I, =27 648 — 7 290 — 729 = 19 629 (cm*)
B

——

18m  3em 5) Conclusdo: a pe¢a € mais estavel em torno do eixo Oz.

3cm



	Número do slide 1
	PEF – 3208 – Fundamentos da Mecânica das Estruturas
	Figuras Planas
	Introdução
	Definições
	Definições
	Definições
	Definições
	Definições
	Propriedades do Momento Estático
	Propriedades do Momento Estático
	Propriedades do Momento Estático
	Baricentro de uma figura plana
	Baricentro de uma figura plana
	Baricentro de uma figura plana
	Baricentro de uma figura plana
	Baricentro de figuras compostas
	Exemplo: Retângulo
	Exemplo: Retângulo
	Exemplo: Retângulo
	Baricentro
	Número do slide 22
	Momentos de Inércia
	Momento de inércia: retângulo
	Momento de inércia: retângulo
	Momento de inércia: retângulo
	Momento de inércia: retângulo
	Momento de inércia: retângulo
	Teorema de Steiner
	Teorema de Steiner
	Teorema de Steiner
	Momento de inércia de um triângulo
	Momento de inércia de um círculo
	Momento Polar de Inércia
	Momento de inércia de figuras geométricas comuns
	Número do slide 36
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Número do slide 40
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Exemplo: Prova P2 / 2019
	Questão B da SUB 2019
	Número do slide 46
	Número do slide 47
	Número do slide 48
	Número do slide 49
	Número do slide 50
	Número do slide 51
	Número do slide 52
	Número do slide 53

