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Exemplo # 1

Considere o modelo fisico abaixo:

Obtenha as F.T. relacionando as saidas u,;(t) e u,,(t) com as entradas f;;(t) e
f,(t). Todos os elementos sdo puros ¢ ideais.
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Hipoteses Simplificadoras

Como ja partimos de um modelo fisico, as hipoteses
simplificadoras resumem-se em:

Todos os elementos sao puros e ideais
Nao existe atrito entre as massas e a superficie horizontal. Ou de forma

equivalente, considera-se que todos os fenomenos dissipativos estejam
concentrados nos elementos amortecedores de constantes B, ¢ B,
As entradas f;;(t) e f;,(t) sdo conhecidas e independentes do sistema.

Em seguida, faremos algumas consideragoes adicionais importantes
sobre as relagdes entrada/saida para o nosso modelo !
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Relacoes Entrada/Saida (Quais F.'T. queremos ?)

Iniciamos a soluc¢do reconhecendo que trata-se de um sistema com 02 entradas
e 02 saidas e, de acordo com a visao sistémica discutida em sala de aula temos

fi1 (1) U (1)

fi5(t) 1}02(0

Como 1lustrado acima, notamos que existem 04 combinagdes possiveis entre

as entradas e saidas do sistema. Vale aqui lembrarmos o conceito de F.T. discutido
nas aulas presenciais

F. T..: Razdo entre as transformadas de Laplace

de uma dada variavel de saida e de uma dada entrada,
considerando-se nulas todas as condicoes iniciais

do problema bem como as demais entradas.
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Equacoes de Movimento

Como ja partimos do modelo fisico e considerando elementos puros e 1deais,
as hipoteses simplificadoras ja estdo definidas, restando apenas considerar que
as entradas sao conhecidas e independentes do sistema. Entao, as equagdes de
movimento no dominio do tempo sao obtidas a partir da aplicacao da segunda
le1 do movimento de Newton as massas M, € M,, ou seja:

- Miiior + (B1 + B2)te1 + (K1 + K2)uer — Batigs — Katea = fin

- Motigs + Batigs + Kaouga — Batigr — Kaupr = fio
oo°°

As equacoes de movimento acima podem ser escritas na forma matricial:
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Sao lineares e ndo homogeéneas
Pardametros constantes (M, B, K,)

Sao acopladas no dominio do tempo

As matrizes dos coeficientes sao simétricas

O proximo passo € transformar as EDOs do sistema para o dominio de Laplace.
Para isto definimos:

Fii(s) = L(fi(t)) Uo1(s) = L (uo1(t))

Fia(s) = L (fi2()) Us2(s) = L (up2(t))
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Cont. ...

E, ainda, considerando-se nulas as condi¢des iniciais para todas as variaveis obtemos
as seguintes equagoes algebricas no dominio de Laplace

M182 + (Bl + BQ)S + Kl + KQ
M282 —|—BQS—|—K2

ou de forma compacta

[A(s)[1Uo(s)} = {Fi(s)}

A solucdo do sistema de equagdes acima fornece as respectivas expressoes para
as variaveis de saida do sistema. Usaremos a regra de Krammer.
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Cont. ...

Solugdo para U (s) e U,(s):

onde:

Fi —(BQS—|—K2)

A01(8) - Fz M282 —+ BQS + KQ(S)

AOQ

(S) _ |]\41s2 + (B1 + BQ)S -+ (K1 + Kz) Fil(S)

—(BQS—l—KQ) FZ'Q(S)

(S) . M182—|—<B1 —|—B2)S+K1 +K2 —(B28+K2)
N —(BQS—|—K2) M282 —|—B28—|—K2

A(s) = My Mys* + (M By + My (By + By)) s°+
(M1 Ky + B1By + My (K1 + K3)) s° + (B1 Ky + By Ky) s + K1 Ko

Polinomio Caracteristico do Modelo
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Cont. ...

Logo temos para as solugoes

Fil(S)(M282 + BQS + KQ) 4 FiQ(S)(BQS + KQ)
A(s) A(s)

Uol (S) =

Fi1(s)(Bas + Ka) n Fio(s)(MyMsos* 4+ (By + Bg)s + (K1 + K»))

Joale) = AG)

¢, que podem ser reescritas como:
Uo1(s) = Hy1(s)Fi1(s) + Hi2Fia(s)

Up2(s) = Ha1(s)Fi1(s) + HaaFia(s)
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Cont. ...

Na forma matricial:
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Cont. ...

Representagdo em diagrama de blocos:

Uo1(s) = H11(s)Fi1(s) + Hi2Fi2(s)
Us2(s) = Ha1(s)Fi1(s) + Haa Fa(s)
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Sumarizando:

Lembrando que a solucao para os deslocamentos de M; e M, veio da solugdo de

RESPOSTA DO
SISTEMA

PROPRIEDADES DO
SISTEMA

ENTRADAS
DO SISTEMA
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Exemplo # 2

A figura mostra o conhecido mecanismo pinhdo cremalheira € que possui varias
aplicagOes praticas. Uma entrada torque 7(¢) ¢ aplicada ao cilindro de momento de
inércia /,,, € 0 movimento ¢ entdo transmitido para o pinhdo, causando entdao o
deslocamento linear x da cremalheira. Determine a F.T. X(s)/T(s). E.H.S.

— pinhao

atrito entre a superficie inferior da
cremalheira e a base modelado como viscoso cremalheira
de constante igual a B
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Hipoteses Simplificadoras

Elementos I, I, € m, rigidos

Eixo com massa desprezivel e rigido
Atrito entre m, € o plano viscoso
Contato ideal entre I, e m,
Elementos puros ¢ ideais

vista 2

Modelo fisico:

vista 1
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Equacoes Diferenciais do Modelo

f —~ 1,0
f — for¢a de contato entre o pinhdo ¢ a
cremalheira

Pela Hy, contato ideal significa contato de rolamento

puro, ou seja, nao ocorre escorregamento entre o pinhao

¢ a cremalheira. Neste caso, vale a seguinte relagao de
compatibilidade cinemadtica entre o pinhdo e a cremalheira:

r = RO

m,t+ Bx + Kx = f
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Determinacao da F.T.

Aplicando a T. L. as trés equacdes temos (Cls = 0)
X (s) = RO(s)
I,5°0O(s) + F(s)R = T(s)
(mrs”+ Bs+ K) X(s) = F(s)
Combinando estas trés Gltimas equacdes algébricas reduzimos A seguinte expressio

1

Kmr };)s —I—Bs—I—K] X (s ):ET(S)

Da qual obtemos a F.T. desejada na F.P.

X(s) o
T(s) ~ L (ot o) 2 4 Bs v

(Resp.)
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Consideracoes adicionais

Adicionalmente, poderiamos aumentar o grau de complexidade do modelo,
considerando, por exemplo que o ei1xo que conecta as duas in€rcias em rotagao nao
seja rigido, possuindo, por exemplo uma constante elastica torsional igual a K;:

I

Exercicio: Escrevam as equacdes do novo modelo fisico com eixo flexivel e
obtenham a mesma F.T. anteriormente solicitada.
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