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Flexao Pura

M =960 1b - in. M'=9601b - in.
(b)

Flexdo Pura: Membros prismaticos
sujeitos a dois momentos, iguais e de
sentidos opostos, atuando no mesmo

plano longitudinal.



Flexao Pura
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Outros Tipos de Carregamento y«—m~1

« Carregamento exceéntrico: Um
carregamento axial excéntrico a C
secao considerada, origina esforgos
internos equivalentes a uma forca
normal e a um momento flector.

« Carregamento transversal: Uma carga
concentrada na extremidade livre A

P =1501b

P'=1501b

M =7501b-in.

P = 150 Ib

origina esforcos internos equivalentes a
uma forca igual, e de sentido oposto, e
a um momento flector.

P
* Principio da Sobreposicdo: Combinar "_"_’
as tensOes originadas pela carga com
as tensdes provocadas pela flexao pura.




Analise das Tensdes na Flexao Pura

« O momento fletor M consiste em duas forcas
iguais e de sentidos opostos.

* A soma das componentes dessas forcas em
gualquer direcao é igual a zero.

* O momento fletor, em relacé&o a qualquer eixo
perpendicular ao seu plano, € sempre 0 mesmo.




Deformacdes na Flexao Pura  Barra prismatica que contém um plano de simetria,
em flex&do pura:

« a barra permanece simétrica em relacao ao plano;

* flete uniformemente formando um arco de
circunferéncia;

« ualquer secéo plana perpendicular ao eixo
da barra permanece plana,

» alinha AB diminui de comprimento e a linha
(a) Longitudinal, vertical section A’ B’ aumenta,

(plane of symmetry)

» deve existir uma superficie neutra, paralela
as faces superior e inferior, para a qual o
comprimento nao varie;

 tensbes e deformacbes sao negativas
(b) Longitudinal,Nhorizontal section (Compressao) aCImaN da SuperfICIe neUtra’ €

positivas (traccao) abaixo dela
(neste exemplo).




TensOes e Deformacdes no Regime Elastico

« Para um material homogéneo,

=E¢, = y
e -~
= —lam (tenséo varia linearment e)
C
A partir da estatica,

Fx =0=]oy dA:I_%Gm dA
O:—G—mjydA
C

A linha neutra passa pelo centro
geomeétrico da secao.

* Do equilibrio estatico,

M =[-yo, dA=|- (—Eo-jdA

M :&J‘y2 dA:GmI
C C

o MC | (—

m
I

Substituin do em o, =~o

o =M | ¢—

X
I




Momento de Inércia

Rectangle
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I, = 3b%h
Jo = 15 bh(b2 + h2)

Triangle

7;: = %bhs
I = 35 b

Circle
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Iy = I!l = zzr‘

Jo=g =rt



TensOes e Deformacdes no Regime Elastico

A = 24 in?

O_m:MC:M _
| W

| = momento de inércia

8 in.

et W = 1 = modulo resistente (S)
C

N

e

[ R N

| |  1bh® 2
- - - W=_= 1117 =¢bh® =% Ah




Propriedades dos Perfis

Appendix C. Properties of Rolled-Steel Shapes

(SI Units)
S Shapes
(American Standard Shapes)
Flange
Web Axis X-X AXIS Y-Y
Thick- | Thick-
Area Depth | Width  ness ness ry ry
Designationt A mm?> d,mm | b,mm t,mm | t, mm 106 mm* 103 mm? mm 106 mm* 10:‘l mm?/ mm
S610 X 180 22900 622 204 4,5 0 20.3 1320 240 34.9 39.0
158 20100 622 200 277 15.7 1230 3950 247 32.5 321 39.9
149 19000 610 184 22.1 18.9 995 3260 229 20.2 215 323
134 17100 610 181 22.1 15.9 938 3080 234 19.0 206 33.0
119 15200 610 178 22.1 127 878 2880 240 17.9 198 34.0
$510 X 143 18200 516 183 234 20.3 700 2710 196 213 228 33.9
128 16400 516 179 234 16.8 658 2550 200 19.7 216 344
112 14200 508 162 20.2 16.1 530 2090 193 12.6 152 29.5
98.3 12500 508 159 202 128 495 1950 199 11.8 145 30.4
S460 X 104 13300 457 159 17.6 18.1 385 1685 170 10.4 127 27.5
81.4 10400 457 152 17.6 11.7 333 1460 179 8.83 113 28.8
S380 X 74 9500 381 143 156 14.0 201 1060 145 6.65 90.8 26.1
64 8150 381 140 15.8 10.4 185 971 151 6.15 85.7 211



Deformacf6es numa Seccéo Transversal

Yy
o C « Adeformacao da barra submetida a flexéo é
medida pela curvatura da superficie neutra.

En _On 1 Mc
C Ec Ec |

p

1
Neutral p -
surface / P

1i_M
o EI | Ty,

|
SERS
B

Neutral axis of
transverse section




Exemplo 4.1
Uma barra de aco de secéo retangular 20 x 60 mm esta

submetida a acdo do momento fletor M. Determinar o 20 1m

valor de M para a barra escoar. Adotar ¢, = 248 MPa. M*’ i
d T
i g 60 rmm
4% ___L
— Y yen ; 3 SE 20 mn
I = 5bh” = 5(0,020 m)(0,060 m)” = 36 X 10™°m -
Resolvendo a Equacdo (4.15) para M, e usando os dados acima, I 3 rj(_,fl s

emos
60 mm

(248 X 10° N/m?) l "
Fig. 4.18

I 36 X 10~ % m*
gl o 6 10 °m
c 0,030 m
M = 2976 N - m




PROBLEMA

Para o tubo retangular vazado da figura, considerar: , = 150 MPa, o, = 300 MPa e
E =70 GPa. Determinar:

«O momento fletor M para o qual o coeficiente de seguranca é 3,0.

O raio de curvatura correspondente no tubo.

!
t
120 mm Ce X 120 mm
L
t ' et
— - —| |

‘ (

Yy Sl NG [
? t=8mm ?

<— 80 mm—=



SOLUCAO

Momento de Inércia. Considerando a drea da secdo transversal do tubo
como a diferenca entre os dois retingulos mostrados na figura e usando a férmula

T — [l para o momento de inércia de um retdngulo, escrevemos
S [ 125mm |0 112 mm
I = 15(0,083 m)(0,125 m)* — $(0,070 m)(0,112m)*> =53 X 10 °m*
=
83 mm 70 mm Tensao admissivel. Para um coeficiente de seguranca de 3,00 e um limite
de tensdo de 414 MPa, temos
oy _ 414 MPa

.. — 138 MP
Toam = 06 = " 300 ?

Como 0,4, < 0, 0 tubo permanece no regime eldstico e podemos aplicar os re-
sultados da Secéo 4.4.

a. Momento Fletor. Com ¢ = 3(0,125 m) = 0,0625 m, escrevemos

_ Mc I _53x 10 %t

| Taam = M= —"0un 0.0625 m (138 x 10° kN/m?)

M Il.7kN - m <

b. Raio de Curvatura. Lembrando que E = 73 X 10° kN/m?, substituimos
esse valor e os valores obtidos para I e M na Equacdo (4.21) e encontramos

i M 11,7KN - m p—
—_——_— = —— . il
p EI (73 X 10°kN/m?)(5,3 X 10~¢m*)
p =33,07m p=3307m 4

Solugdo Alternativa.  Como sabemos que a tensdo méaxima é o, = 138 MPa,
podemos determinar a deformagdo especifica médxima €, e entiio usar a Equacdo
4.9),

O adm 138 MPa

€n = ~= 3 = 1,890 X IO—j m/m
E 73 X 10°MPa
P _€ _ 0,0625 m
= P e 1,800 X 10~ m/m

p =33,07m I 33.07m 4



Exercicio Resolvido 4.2

Uma peca de maquina de ferro fundido fica submetida a acado do momento
fletor M = 3 KN.m. Sabendo-se que E = 165 GPa, determinar:

(a) as maximas tensdes de tracdo e compressao;

(b) o raio da curvatura.

20 mm

\

40 mm

l_

30 mm



Calcular a localizac&o do centro geomeétrico da
secado e 0 momento de inércia.

Area, mm? y, mm YA, mm?®
20x 90 = 1800 50 90x103
40 x 30 = 1200 20 24x103

> A = 3000 Y yA =114x10°

o 3

¢_XYA_114x10° o

YA 3000

12 mm |

18 mm |

I =21+ Ad?)= 5 (L bh® + Ad?)
— (L 90x 20° +1800 x122 )+ L 30 x 403 +1200 x 182
& )+ )

| =868x10°mm=868x10"m?



« Calcular as maximas tensfes de traccéo e

compressao.
Mc
Im =
;cA=O.022m » op= M Ca :3kNmX0022m O'A:+76.0 MPa
o5 = 0,038 m I 86810~ mm*
- og = MCa _ 3KN-mx0.038m e ayp,

| 868x10 "2 mm?

e Calcular a curvatura.

Center of curvature
£ 1M
o El
_ 3KN-m L 20.95x10-3mL
(165 GPa)g68x109m*)  |p
p=47.7m




Beer ¢ Johnston ¢ DeWolf

Sugestao de exercicios Parte 1:
4,1 a4.6

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Beer ¢ Johnston ¢ DeWolf

Parte 2

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Exercicio
A viga mostrada na figura apresenta o, = 345 MPa e o, = 450 MPa. Use coeficiente de

seguranca de 3 e determine 0 maior momento que pode ser aplicado a viga quando ela se
encurva em torno do eixo z.

y | 18 mm

t
t

360 mm

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



SOLUTION

- "‘-T T - Sbhis Ad®
O a4m T (250)(18%)
. I o) 1 +(250)(18 X171 )*
mew_.i f = = 131706 %10° pm’
MM = 8mm

I,z 75 00329 = 28.344x10° mm’

13 - I, = 13).706x%[0° mm?
I = I+, +I,- 29.7¢x10mm® = 291.7¢ x10  w"
G = -!\% where Cr %6—92 IBO mm = O.1830 m

S = Su _ HSoxio® | 16 €
) S o 150 x10°¢ Pa

[4 -5
M, = Sl | (150x10°)(291.7¢ x10™) _ 3
et c 5130 243 %107 Nem

= 243 KN-m

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Exercicio
A viga mostrada na figura apresenta o, = 345 MPa e o, = 450 MPa. Use coeficiente de

seguranca de 3 e determine 0 maior momento que pode ser aplicado a viga quando ela se
encurva em torno do eixo V.

360 mm

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



SOLUTION

I = +08)s0)?
O ! 12
[ //[l = 23.4333‘10‘ mm?
: LD
I.= o (324)(Io)?
R Jo) = 27 %10° mmt
F— 250 mm —] 18!nm [ " Ty = I, = 22,432 me®
IJ"' II.+ ‘Iz_ + 1.3 = 4yg.90% #ID‘ i - 4¢.%03 .w[o-‘ h’!"
C = -'—Qg—? " T (RS mm = OIS
o v 45w */O‘ A
- —— = = % 1O P
W), Fe 75 150 a,
& . Mec M. . SuT _ (150%10° N 46.903 x10™¢ )
T J ” c - 0.12§

= 56.3%10° Nem <= 5¢. R KN-m

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Exercicio
Dois momentos iguais e opostos com magnitude de M = 15kN.m sao

aplicados na viga AB (conforme figura). Considerando que esses
momentos fazem a viga flexionar em um plano horizontal, determine

tensao no (a) ponto C, (b) ponto D e (c) ponto e.

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



M SOLUTION

~ - 3
Ye| ¢ o A, mm’| Ko, mm Axg , mim
o 1 ® | 2400 Lo | 120xi0"
]
® | 3060 \s 45, 9%l0
__..II-E———-——— Xo
@| 2400 | 50 |l20xI0®
H——-@—J 5 | 7860 285.9 *10°
| . - $.9%0*
- 30374 Yo = =36.374 mm ¥ = 0.08637¢ m X = %—g—;—’—— = 86.374 mm
Q] Yo = IDO- 86374 = 63.626 mm
y T 0.63626 m d, T S0~ 36.374 * 13.624 wmm
; -4 . 7 - |37
= 30-36.374 = =~ 6.371 mm 42 8¢.274 -5 = 4l o
®] JF = - 0.00637% m dy = d,

L1~ bhi+Ad' = ﬁ-(z#){:aa)’-#(znoo)(m.czﬂ‘ = 24856 %105 mmt

I,= mhh+Ad, fé-(loz)(zo)3+ (3060)(21.374) = 1LE275 % 10° wm
I= I+I,+I,7 65187 xiofwm’ = 6.51872.%10 ¢ m*
M= [§x0° Nem

@ Point €1 G, = - e = (5410 )(-0-036374) g3 7 vj0f Pa

C.5187x(0"¢
* = 83.7 MPa
@) Poit D: Gyn =M, UStF)(0.062620) __jyg yaiot e
I 6.5187 %(0 . 14en MPa
*Véo,0063M) < p
 Point E* 6:“""'%";""‘ (ls*'? —= = 14,67 10" Pa
é.s1w7nlo = 14.67 MPa

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Beer ¢ Johnston ¢ DeWolf

4.11 Sabendo que uma viga de seciio transversal mostrada na figura € fle-
xionada em torno do eixo horizontal e que o momento fletor € de 8§ kN - m, deter-
mine a forca total que atua na mesa superior.

ﬁ%l bl %— tlS min

= | 15 mm T
s 45 min

_

i flS mimn

n
O

75 mn —

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.




The stress distrbution over the entine
cvross seckion s given by the bending stress

'Poﬁ mu-’a\.

e -

where y is a coordinate with i+s owgin on
the neotral axis and I s the momewnt of inevtia

o the entive cress sectional avea. The force
own the sluw'ed s c.a.pcu‘pa:l'ed "PMM +his stress

] ;fm distribuhion., Over awn avec elemant dA the fonce is
s * AF = & dA = -.'“_"I.iaA

The 4otal Force on the shaded avea is they
= SJF = -g%di = -%‘SYJA = -:—';:A—S*A"

W heve 3' s The centroidal coorehnate of Fhe
5'544‘6:’ PO""‘""H a,nd A* 'S t'"s avea. .

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



= sbhl e A dt e (a5)08Y + (78X8)(30)" = 1.0336 xi0f wn’

Iz:"i%ba\'l: = Tli('s)t“&)a = 0.1139 % 10

I,= I, = 1.o33¢xi0" wm'

T T4, +Ty° 2080/x10% mm' = 21201 %0 "

A* = (25)1SY = 1128 mm® = 125X (D ST

3,"" = 30mm 2 O.080 m

F = - MY'A _ _ (gxfo’)(o.oso\mzs‘xlo“]
T 2. 1811 x|0~*

= - 123.8x10° N = -123.8 kN

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Beer ¢ Johnston ¢ DeWolf

4.12 Sabendo que uma viga de secdo transversal mostrada na figura € flexio-
nada em torno do eixo vertical e que o0 momento fletor é de 4 kN - m, determine a
forca total que atua na parte sombreada da mesa inferior.

m .-TIS min

- | =15 mm T
s 45 min

|

i 9’ 515 mim

n
O

75 mn —

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.




N | | | fis.  SOLUTION
= 1 — ifﬁ min
: Ic =y The strass distrbution over the e:n+im
} l CPrOSS sea*—fan 1S Siveﬂ L\/ "",'IG hﬁ'“&lhj Sws
r Ji l Lormoda y
— {33 TRIR 6; - _ -_IJ
where v is a coordinate with its om‘ain on

o'y

the nevotral axis and I (s the momevit sF inevtia
| of +he entive cross sectional avea. The Force

n the shaded s calevlated Frow this shress
Su‘s:riiuﬁou. eOt}‘en:- a:-&area. eloment dA theforce is

- AF = S dh = -1 an
7.8 3. I J ﬂe -f-o'l'a.ﬂ 'Fof‘ce on -Hue slnaJeA avec, IS H-ew

F=(dF = -(Medh = - Bfydh- - BN

where y‘* s +he cewtroidal coovehnate oF +he
shaded Por'Hﬂm and A¥ is its avea.

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



B 15 min
—»SL)J = bhd s 50EY = 0.82734x10°¢ iy
= ¢| " T, = 4 bh® = FW(SY = 0.01256 %10° mw'
| i Jl 415 mm ls - I| - o.5213 )!)0—‘
<~— 75 mm —
I=I+1I,+I;= [.0C72 %10 mm' = [.0672%]0 “ o’
2
ﬁ e -t 2
R A* = (37.5-2.85)(15) = HE0 wm = HSO¥ID m
i g* - —124(37.5'-1- 7.8) = 2.5 m = 0.02205 m
. MPA* 4y )(o.0225)( 450 % [0%)
3 F s I |.6672x(0™¢
~ 27.9%10° N =  37.9 kN e

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



Beer ¢ Johnston ¢ DeWolf

Sugestao de exercicios Parte 2:
4,7 a 4.14

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.



