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Analise Multivariada 45 1y
Yoo =(Yij)e R P Os o

= Revisao de Metodologias Classicas: Foco na obtencéo de vetores reducionistas

. . . . /lnea/' //7696
- Componentes Principais (m<min(n,p)) S g )f’s

- Andlise Fatorial Exploratéria (via CP: m=<min(n,p))

- Coordenadas Principais — Escalonamento Multidimensional (m<posto(D,.))

- Andlise de Correspondéncia N
Jo
- Analise Discriminante (m<min(n,p, G-1)) /ngbsefl,a
. . e, 0a
- Correlacdo Canbnica (m=<min(n,p,q)) e”den,es
Y

— Problema Dual de reducao de dimensionalidade (R™®, SRPXp, R™N)
— Representactes Bi-Plot
= Problema n << p (Big-n)



TABLE 1.
Wine tasting data from Abdi and Valentin (2007).
Expert | Expert 2 Expert 3
Wine Oak-type Fruity Woody Coffee Red fruit Roasted Vanillin Woody Fruity Butter Woody
| 1 I 6 1 2 5 1 6 3 6 1.
2 2 5 3 2 4 4 4 2 4 4 3
32 6 1 5 2 1 A
4 2 7 1 2 7 2 I 2 2 2 2
5 I 2 5 4 3 5 6 5 2 6 6
6 I 3 4 4 3 5 | 5 I 7 5

Analise dos dados padronizados:
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Mostra as correlacdes dos dois
primeiros Escores com as
correspondentes variaveis do

grupo

Disperséo dos dois
primeiros Escores (default
é do grupo de variaveis
Y1). Mostra possiveis
agrupamentos das
observacoes (vinhos).
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Correlagdes can

n
0
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S

[11.0000000 1.00000000.4656637

Expertl Cargas
[,1]
-0.84138034
0.16237785
-0.08821111

(1,]
(2,]
[3,]

Expert2 Cargas
[,1]
.29972189
-0.40100915
1.15168106
.01455843

[,2]

.1112332
.5759744
.9690145

[,2]

.8818167
.6609644
.8371717
.3661562

Expertl Escores Candnicos

[,1]

[,2]

[BY

1.405758474
.685505624
. 720252850
1.006112507
0.005258323
.011370830

.7488203
.1203654
.8691857
.4287984
.2653525
.1634459

Expert2 Escores Candnicos

[,1]

[,2]

1.405758474
.685505624
.720252850
1.006112507
0.005258323
.011370830

.7488203
.1203654
.8691857
.4287984
.2653525
.1634459

[,3]

.2243924
.1835037
.6429336

[,3]

.5114628
.1364524
.2248502
.0847665

[,3]

.2014498
.1972958
.3987455
.2650015
.9880921
. 7230906

[,3]

.33065100
.60908538
.27371420
.69629315
.03565979
.55281721




TABLE 1.

Wine tasting data from Abdi and Valentin (2007).

Default: Expertl

Expert | Expert 2 Expert 3
Wine Oak-type Fruity Woody Coffee Red fruit Roasted Vanillin Woody | Fruity Buiter Woody
I I 6 1 2 5 1 6 3 6 7
2 5 3 2 4 4 4 2 4 4 3
3 6 1 1 5 2 I 1 7 1 1
4 7 1 2 1 2 I 2 2 2 2
5 2 5 4 3 5 6 5 2 6 6
6 3 4 4 3 5 | 5 I 7 5
Analise dos dados padronizados:
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Dimension 1 Dimensgion 1

05

0.0

Dimension2_Y2

-0.5

-1.0

Dimension1_Y2

Corrg}gg@gs,Canﬁnigggww
[11:}.0000000 O.923023§;D.7291302

e
Expertl cargas

[,1] [,2] [,3]
[1,] -1.1113912 -0.3775500 0.9174400
[2,] -0.4630267 -1.2050024 0.3039234
[3,] 1.0955141 -0.1469552 0.3720039
Expert3 cargas

[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.40730814 -0.8634015 -0.4745978
[2,] 0.08401328 0.2882993 -0.9711619
[3,] -1.03220452 0.1613599 -0.1769375

Expertl Escores Candnicos

[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.1127343 0.005748101 -1.6014770
[2,]] 0.6866542 1.150428201 | 0.3506336
[3,]1-0.5739199 -1.156176303 | 1.2508434
(4,1 1.3015684 -1.145180622 -0.3441426
[5,] -1.5577827 0.140976892 -0.3618140
[6,]1 0.2562143 1.004203730 | 0.7059566

—

Expert3 Escores Candnicos

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1-0.1127343 0.4903040 |-1.17575646
[2,]1 0.6866542 0.9951620 |-0.76373492
[3,1 -0.5739199 -0.7293023 | 0.63427093
[4,] 1.3015684 -1.4316855 |-0.04058934
[5,] -1.5577827 -0.3548733 |-0.25573837
[6,]1 0.2562143 1.0303951 | 1.60154816

e




TABLE 1.

Wine tasting data from Abdi and Valentin (2007).

Expert | Expert 2 Expert 3
Wine Oak-type Fruity Woody Coffee Red fruit Roasted Vanillin Woody  Fruity Butter Woody
| 1 I 6 1 2 5 1 6 3 6 7
2 2 5 3 2 4 4 4 2 4 4 3
3 2 6 1 1 5 2 | 1 7 1 1
4 2 7 1 2 7 2 I 2 2 2 2
5 I 2 5 4 3 5 6 5 2 6 6
6 I 3 4 4 3 5 | 5 I 7 5
Analise dos dados padronizados:
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Correlagcdes Candnicas
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[,1]

.5689416
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.3038776

Expert3 Cargas

[1,]
[2,]
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[,1]
3591130
6791661
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-1.
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[,1]
0078586
3238446
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2585796
1377202
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Expert3 Escores

-1.
-0.
0.
1.
-1.
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[,1]
0078586
3238446
2394681
2585796
1377202
9713758

[,2]

1.0000000 1.0000000 0.218548

[,3]

0.01326276 0.2489435
0.56264379 0.7512700
0.06717931 -1.4568672
-0.65411725 -0.8028081
[,2] [,3]
0.8007657 0.6053241
0.4018158 -0.6407867
-0.3220997 0.5136613
Candnicos
[,2] [,3]
0.31794546 -1.501906067
-0.06296618 1.1048929
-0.02033852 0.9597462
1.47017986 -0.2992835
-0.05244255 0.3571499
-1.65237806 -0.6205388
Candnicos
[,2] [,3]
0.31794546 -7.201680e-01
-0.06296618 -1.391507e+00
-0.02033852 1.098092e+00
1.47017986 -8.880114e-05
-0.05244255 1.149290e+00
-1.65237806 -1.356179%e-01




Reducao de Dimensionalidade
Obtencao de Vetores Reducionistas

Y, =(¥)e R

nxp

Componentes Principais: f(X;a)= 2 Za’ aa=1, =>Z.=a'Y, Cov(Y)=X
[

Andlise Fatorial Exploratéria (via CP): = F,; = /1_1/22ki 2 =00'+ Diag (\PH)

I 4! |
Andlise Discriminante (Linear de Fisher): f (Zv‘leb;a)ﬂl a;ba, ax,a=1 X=X+,
a'x, a
YN =>.n L o ___ l
Coysiy a7 -
_ _ ax,x, 2,a I
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Reducao de Dimensionalidade

Componente
Principal

m=<(n,’p’)

Correlacao
Canonica
m=<min(n,p,q)

spect® CP padronizado de Y,
(Fator Comum)



Reducao de Dimensionalidade

Analise de Componentes Principais Analise Discriminante
G=1, p=2, m<min(n,p) G=2 (n=n;+n,), p=2, m<(n,p,G-1)

- G . _
Yopi D=2 g5 Yipa = X; =1,

(lux1 — Hy, )2 _

maXI;X:I’Y

2
X

(= 1) (1~ 1) |
">l

< (= tp) (11— t15)




TABLE 1.
Wine tasting data from Abdi and Valentin (2007).

Reducao via

Componentes Principais

Analise dos dados padronizados:

Expert | Expert 2 Expert 3
Wine Oak-type Fruity Woody Coffee’ Red fruit Roasted Vanillin Woody | Fruity Butter Woody
1 1 1 6 7 2 5 1 6 3 6 1
2 2 3 3 2 4 4 4 2 4 4 L
3 2 6 1 1 5 2 1 1 7 1 I
4 2 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2.
5 | 2 5 4 3 5 6 5 2 6 0
6 I 3 4 4 3 5 4 5 I 7 5
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Reducao via Analise

Discriminante

TABLE 1.
Wine tasting data from Abdi and Valentin (2007).
Expert | Expert 2 Expert 3
Wine Oak-type Fruity Woody Coffee’ Red fruit Roasted Vanillin Woody | Fruity Butter Woody
| 1 ] 6 7 2 5 7 6 3 6 7
2 2 5 3 2 4 4 4 2 4 4 L
3 2 6 1 1 5 2 1 1 7 1 I
4 2 1 | 2 1 2 1 2 2 2 2
5 I 2 5 4 3 5 6 5 2 6 6
6 I 3 4 4 3 5 4 5 | 1 5
Expert1-Grupos preditos (pt.corte=0) Expert2-Grupos preditos (pt.corte=0)
_ ‘ | s
- *
7 .
I |
i b *
+
*
- +* *
C s a4 s a 2 s a4 56
Index Index
Gr Predl Pred2 Gr Predl Pred2
1 2 1 1 3 0
2 0 3 2 0 3
%$ClassCorreta %$ClassCorreta
1 2 Total 1 2 Total
0.67 1.00 0.83 1.00 1.00 1.00

Analise dos dados padronizados:

Expert3-Grupos preditos (pt.corte=0)
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1 2 Total
1.00 0.33 0.67




Onde estao os Vetores Reducionistas?

Um grafico pode valer mais que mil palavras mas pode exigir

milhares de palavras para construi-lo. Tukey
Obter a direcéo do CP e do Eixo Discriminante.

Observacotes independentes. Indicacao da elipse de concentracao (95%).
Exemplo 1

Dois grupos

Exemplo 2

Dois grupos

4

4

as factor{groups) as.factor(groups)
1 1

—a— 2
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— 9

Variavel 2

1 2 3 4
Variavel 1

N=200, p=2, 1 =(2,2), 41, =(33) n=200, p=2, 1 =(22), 1, =(2,3)
1 07
zﬁ:( }a=®4 0.4)

R, = 1 %7} =(0.4 0.4)
0.7 22~ 07 1 o = (0. .

1.0 15 20 25 3.0
Variavel 1



Onde estao os Vetores Reducionistas?

Obter a direcéo do Eixo Discriminante.
Observacgoes independentes ENTRE e DENTRO de grupos.

Exemplo 3: “Sinais Iguais” Exemplo 4: “Sinais Opostos”
T=B+W T=B+W
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Onde estao os Vetores Reducionistas?

Obter a direcao da Variavel Canodnica.
Observacoes independentes avaliadas em $RP*4,

Exemplo 5: Correlagdes de mesmo sinal Exemplo 6: Correlacdes de sinal diferentes

Dois grupos Dois grupos
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02 01, 107 |02 03T T1m ~ T

05 04 :_0;7_ 1 05 041-07 1 :

0,=(04 05)0,=(02 03} #=(22k#,=(B3) o (05 04)o,=(03 05) (22}, -(33)
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Exemplo 1

Dois grupos
4-

o as factor{groups)
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Exemplo 6
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Analise Multivariada I

055
= Metodologias Classicas: Foco na obtencao de vetores reducionistas
— nxp p m
Ynxp _ (YIJ )E m 9:{ —> 9:{ ///700/77()/,7
L . Oarq.. I€0,
Componentes Principais - CP (m<min(n,p)) Vs deo)fs

<X N X X X X

Analise Fatorial Exploratoéria - AF (via CP: m<min(n,p))

Coordenadas Principais (CoP) — Escalonamento Multidimensional (m<posto(D,,,,.))

Analise de Correspondéncia — AC (m=<min(l-1,J-1) ) Ny
Jo
Analise Discriminante - DA (m=<min(n,p, G-1)) /n?ybsefl,a
S €0,
Andlise de Agrupamento 'Oe”de,;:
Y

Correlagdo Canobnica - CCA (m=<min(n,p,q))

v Problema Dual de reducdo de dimensionalidade (R, RPxp, Rnxn)
v' Representacdes Bi-Plot

PLS: Minimos Quadrados Parciais
PLS — CCA -DA



Componentes Principais via Modelos de Regressao

o}t
; aﬂd . .. ) ..
ReVS Como obter as variaveis originais a partir das componentes principais?

___________________________________

YeR® = Z=V'Y eR”; izj:alel+a2jY2+'"+aijpi V:(aij); V= (J')

___________________________________

€ 0 quadrado
da correlacéao
entre Y; e Z,

__________________________________________

32 A, Proporgao da Var(Y;) explicada
Var( ) Zajk Var Zajk ﬁk — Rjzk — kK porZ,.Eo coef|C|ente de
k=1 O determinacéo da regresséao de
Y; em/Z, .

Aplicacao de CP em Modelos de Regressao

Considere a seguinte situacdo da Regressao de Y em p Variaveis Preditoras:

YieR Soommt b
Objetivo: Modelo de Regresséo de Y nos Componentes Principais
das p Variaveis Preditoras (problemas de Multicolinearidade)



Componentes Principais e Modelos de Regressao
Selecao de Variaveis Preditoras

Reducéo de Dimensionalidade em Modelos de Regressao
|
[] I —_
Y, =B+ D B X et Yoa =L B+ X B 0
|

Selecéao de variaveis preditoras por PCR (Componentes Principais de Var. Preditoras)

X =UAV'; Z=XV, X=2ZV'
= Y. =18+Z, V'

Xyyeoy X - Z,.nZ, Z,= Zajkx LM, m<p

; p
~ Estimacdo em R+ Estimacdo em ER(m+1)

pxp ﬁpxl—i_e = aO +anpapx1+enxl;

a=V'p

|
: Variaveis Z sdo nao correlacionadas = Util na
: selecéo de variaveis preditoras.

Restricdes impostas pela reducao Zak Z, = Zakzajkx — Z;Zak JklxIJ Z B X;
de dimensionalidade

Exemplo: Gerar n=50 observacdes da N, com p=45 variaveis preditoras.



Componentes Principais e Modelos de Regressao
PLS

PLS: Minimos Quadrados Parciais
Y. eR (Tibshirani et al., 2015; Abdi, 2010)

p I . ~ VA |
Y = B + X +e: X, X > 1Z,....7 Obter direcOes (variaveis Z) ,
= JZ_;"B‘ v ! P e ™ em X que melhor explicam Y.

Estimacao em R(F+1)

i i
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, =t
. A A\go\;\“‘:\ 0S
e esCOres
p
Y =08 i T8 =12, D e Zy =D 0 X,
j=1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ( sy |
ALY
ot DA  cuumacto am e
~ m+
c?(ed\lem = ZynZp Y=+ > o Z | Estimagao em %
Y [ k=1



Regressao PLS: Formulacao Geral

Y, e RP
1/, T
Y X )
f_nx_p_' 8
anq:Fanm

\

+0)

W’

J

X mxq
\ J

|

Matriz de Escores Matriz de Cargas

(CoP =CP)

Obter FXJ y FYJ’ maXij’FYJ'

Considerando X e
Y normalizadas,
Passol: obter as
primeiras solucoes

Atualizar X e Y, e
usar o residuo do
Passol, até obter
m componentes.

|

Matriz de Escores
(CoP =CP)

ij’F =d.

Yj J

p—

(XY),., =W,BW,’

gx

(X(XY)Y') =F F’

nx

(Y(YX)X") =RF,’

XO=X-XO=X-FW,,
YO =y -Y® =y _FW,d

(Tibshirani et al., 2015; Abdi, 2010)

Obter “Componentes Principais” de X que melhor predizem Y

F, B

W,"; B=diag(d,)

Matriz de Cargas

Maximizar o produto
interno dos Escores

20
Algoritmo: obten
dos €560"e°

Essas direcOes ndo séo iguais as da
Correlacédo Candnica (que € uma
solucao simétrica, diferentemente de
PLS que é assimétrica/direcionada)



(v

nxp

Regressao PLS: Formulacao Geral

Obter “Componentes Principais” de X que melhor predizem Y

>4 )nx(p+q)

(

anq — I:X nxm X mxq Ynxp — FY e WY'mXp _I:X VVVVVVV BWY : B — diag
(XY) =W,BW, _
v Y XO=X-F W, | (FgFy ) j=Llo.m
(X(XY)Y')  =F,F, . S A W L
x XY
o ' y® =y - FYlWYl,dl F
(Y(YX)X’)an = FYFX ( X1y )nxm
! . obtengd©°
| goritmo: obte
A0S QSCOTG%
F,=XW, F, =YW,

|:X’FY

)nxm {Y" _ Fx BWY'

X

WX BWY, — XBPLS ) BPLS




Regressao PLS e Correlacao Canonica
Integracao de Bancos de Dados

Solucéo PLS (Partial Least Square):

| [Cov a'’X:b'Y )} !

,b; g == — .
a max acR",aeR Ka ay(B rb7

= X, X,a=1la, b=X,a

Solucao CCA (Canonial Correlation Analysis):

a,b; max,_, ! [Corr a'X; b’Y)]

[Cov a'’x: b’Y] = Var (a'X [Corr a’x: b’Y)] Var (b'Y)!

PLS € a CCA com regularizacoes
definidas pelos PCde X e PCdeY



Regresséio PLS , CCA e DA: Integrac;éio de BD

Bartlet (1938): estabelece conexdes entre CCA e DA = CCA pode ser realizada com um conjunto
X de treinamento e uma matriz Y de variaveis indicadoras da Doenca (Matriz de var. dummy)

¥

Barker and Raynes (2003) propdem PLS-DA: Assim, um procedimento formulado para problemas
de regressao multipla, passa a ser usado para predizer estrutura de grupos.

PLS

CCA
DA




