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Exercicio anterior

Exercicio (aula anterior)

Considere o sistema anterior com pp = 3:

X =gy +3x—x°.

Exercicio

@ Simule esse sistema para y; valendo -3, 0 e 3, em cada caso partindo de valores
iniciais entre -5 e 5 a intervalos de 0.5. O resultado € consistente com as
analises anteriores?

© Simule o sistema partindo de xo = —2 tal que para 0 < ¢ < 20, ele tem
w1 = 1.99. No instante # = 20 hd uma ligeira alteracdo e o sistema fica com
= 2.01 para 20 < ¢ < 40. Verifique e explique o resultado.

Dica: Faca uma simulag¢do com gy = 1.99 em 0 < ¢ < 20 e guarde os
resultados. Em seguida, realize uma nova simulagdo para 20 < ¢ < 40 com
w1 = 2.01 e colocando para valor inicial o valor calculado anteriormente para
x(20). Em seguida, junte os dois resultados para plotar.
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Exercicio anterior

Mudanca de parametro
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Caos

Mapa logistico acima de r,

e O mapa logistico L(x, r) = rx(1 — x) tem uma sequéncia infinita de
duplicacdes de periodo, com limite em 7.
@ O que acontece apos 1o ?

@ Vamos ver o caso r = 4.
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Caos

Trajetoria partindo de x, = v2 — 1
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Caos

Trajetoria é densa

Subconjunto denso Dado um intervalo fechado Z, o subconjunto J C Z €
dito um subconjunto denso de 7 se, para qualquer vizinhanga
N(x) de um pontox € Z, N(x) N J # @.

A trajetdria apresentada anteriormente é um subconjunto denso de [0, 1].
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Caos

Histograma dos pontos da trajetoria

o

v

IS

w

Densidade de probabilidade

N)

-

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Os valores de x se distribuem por todo o intervalo [0, 1], mas ndo com a
mesma probabilidade.
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Caos

Exercicio

Considere o mapa de tenda

Tz(y)_{ 2y  0<y<1/2

2-2y 1/2<y<1

Exercicio
Encontre o histograma de pontos da trajetéria de 75 (y):

@ Sorteie um ponto inicial y, aleatorio entre 0 e 1 (use
np.random.random () ).

© Evolua a trajetéria de T, (y) até ¢ grande (para ter boa estatistica).

@ Descarte alguns dos primeiros pontos (sugestdo: 100) para evitar dependéncia
com o valor inicial, e plote o histograma de densidade dos valores restantes (use
plt.hist de Matplotlib).

© Repita os passos anteriores algumas vezes (sugestdo: 10), para ver que o

resultado ndo depende fortemente dos pontos iniciais sorteados.
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Caos

Mapa de tenda

@ Considere agora o mapa de tenda com parametro 2:

_J 0<y<1/2
TZ(y)_{ 2-2 1/2<y<1

@ Se yp = 4/7 temos a sequéncia:

4 6 2 4

e TP S
7 7 7 17
e portanto temos um ciclo de periodo 3.

@ No entanto, a trajetdria é instavel e depende da precisio.
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Caos

Trajetoria periodo 3 de 7»(y)
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Caos

Trajetoria periodo 3 em L(x, 4)

e Como visto anteriormente, os mapas 7> (y) e L(x,4) sdo conjugados
através do homeomorfismo
x = h(y) = sin’ (gy> :

e Isto significa que se 7> (y) tem uma trajetéria de periodo 3, entdo também

existe uma trajetéria com esse periodo para L(x, 4).

@ Para isso, usamos xo = h(4/7) = sinz(%’r) como ponto de partida.
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Caos

Trajetoria periodo 3 de L(x,4)
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Caos

Transitividade topologica

@ Ummapaf: S — S é dito topologicamente transitivo se para qualquer
par de subconjuntos abertos ¢/, )V C S existe ¢ > 0 tal que
fU)NY #o.

@ O espaco de estado de um mapa topologicamente transitivo ndo pode ser
decomposto em subconjuntos distintos que sdo invariantes sob o mapa.
[Um subconjunto € invariante sob um mapa se a aplicacdo do mapa em
um elemento do subconjunto resulta em outro elemento desse
subconjunto.]
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Caos

Sensibilidade a condic¢oes iniciais

Um mapa f : S — S tem sensibilidade a condigdes iniciais se existe um ¢ > 0
tal que para qualquer x € S e vizinhanga N(x), entdo existey € N(x) et > 0
tal que ||f'(x) — f'(y)|| > ¢.
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Caos

Caos

Um mapa f: S — S € dito cadtico se ele satisfaz as seguintes condigdes:
@ Ele tem sensibilidade a condicdes iniciais.
@ Ele ¢ topologicamente transitivo.
© O subconjunto de seus pontos periddicos é denso em S.

Na realidade, é demonstrado que a condic¢do 1 acima é uma consequéncia das
condigdes 2 e 3.
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Caos

Rotas para o caos

@ Vimos que para certos valores de pardmetro os sistemas podem ter
comportamentos regulares, enquanto para outros valores o
comportamento serd cadtico.

@ A forma como o comportamento se tranforma de regular para cadtico
conforme os paradmetros sdo variados é denominada rota para o caos.

@ No caso do mapa logistico, vimos que o sistema tem um comportamento
de uma sequéncia de duplicagdes de periodo até ro,. Apds esse ponto o
comportamento serd em geral caético. Essa € a chamada rota de
duplicacdo de periodo.
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Caos

Rota de intermiténcia

e Uma outra rota € a de intermiténcia. Neste caso, o sistema comeca com
um comportamento regular. A medida que um parimetro é variado,
comegam a aparecer intervalos breves de irregularidade, que vao
surgindo mais frequentemente conforme o parametro vai sendo mudado,
até que em um ponto o comportamento fica totalemente irregular.

@ Como exemplo, vamos usar o mapa logistico com r préximo de 1 + 2+/2.
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Propriedades estocésticas

Mapas ergodicos

@ Lembrando que um subconjunto A C S é invariante sobf : S — S se
f(A) = A.

@ Uma métrica i € invariante sob f : S +— S se para qualquer A C S
invariante sob f temos

u(A) = u(f~1(A)),
isto €, a métrica do conjunto € igual a métrica dos pontos que geram o

conjunto sob f.

@ Omapaf:S +— S éergddico com respeito a uma métrica invariante (s
se, para qualquer A C S invariante, entdo

ou

u(A) =0.
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Propriedades estocésticas

Densidade de probabilidade

@ Se a métrica invariante u € tal que

n(S) =1

ela € denominada uma métrica de probabilidade.

@ No caso comum em que podemos escrever

dia(x) = p(x)dx

entdo p(x) € uma densidade de probabilidade invariante.
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Propriedades estocésticas

Ergodicidade

@ Considere f: § — & ergddica com relagdo a metrica invariante de
probabilidade p.
e Considere que du(x) = p(x)dx.

Considere g : S — R integravel com relago a p.

Entdo teremos, para quase todos os Xg € S:

t—oo [ 4

tim | Y elFx0)) = [ e(xip(xix.
i=0

Resumindo: a média temporal ao longo dos pontos de uma trajetoria
partindo de um x( quase arbitrario € igual a média no espaco de estado
ponderada pela distribuicdo de probabilidade p(x).
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Propriedades estocésticas

Equacao de Perron-Frobenius

@ Uma pré-imagem do ponto x sob f € um ponto y tal que

x = f(y).

@ Sabemos da teoria de probabilidades que se as varidveis x e y sdo
relacionadas por x = f(y) entdo as densidades de probabilidade de x,
p(x) edey, ¢(y), sdo relacionadas por:

o(y)
p(xX)|dx| = d(y)ldy| = p(x) = :
7o)l
@ Se um ponto X tem k pré-imagens distintas y;,i = 1, ..., k, entdo as

densidades das vdrias pré-imagens se acumulam:
= ()
p(x) = STE
2 )
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Propriedades estocésticas

Equacao de Perron-Frobenius

@ No caso de um mapa, a densidade de probabilidade invariante deve
portanto satisfazer

k
p(yi)
p(x) =
2 )
com y; sendo os pontos de [0, 1] que sdo levados pelo mapa ao ponto x.

o Este é a equacgdo de Perron-Frobenius.
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Propriedades estocésticas

Mapa da tenda

@ Por exemplo, no caso de 7> (y) cada ponto y (com exce¢do de y = 1/2)
pode provir de dois outros pontos, um na parte ascendente e outro na
parte descendente da tenda. Usando ¢(y) para a densidade de
probabilidade invariante de T (y):

=2 U Lo (1) o)

e Esta equacio € satisfeita por

P(y) = 1.
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Propriedades estocésticas

Mapa logistico

@ Sabemos que L4(x) = L(x,4) e T»(y) sdo conjugados por meio de
h(y) = sin? (3y), isto €
Ly=hoT,oh™ .
@ A aplica¢do multipla de L4(x) corresponde portanto a:
hoTroh 'ohoThoh to---ohoTroh .
Isto se reduz a:
hOT20T20-~~OT20h_1.

@ Neste processo, a aplicacio inicial de #~! vai apenas calcular o ponto
inicial das aplicacdes sucessivas de 7>, portanto ao fim da tltima
aplicacdo de 75 teremos uma distribui¢do na varidvel y dada pela
densidade de probabilidade invariante de 75:

o(y) = 1.
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Propriedades estocésticas

Densidade de probabilidade invariante do mapa logistico

@ O ultimo passo serd aplicar & para transformar a varidvel y do mapa T,
na variavel x do mapa Ly, portanto, a distribuicdo de x serd relacionada
com a distribui¢do de y por

p(x)dx = ¢(y)dy
@ Juntando com o anterior resulta em

_o0) _ dn”!
IO(X) - h’(y) - dx

¢(h™" (),

a tltima igualdade vem de m = dx/dy.
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Propriedades estocésticas

Densidade de probabilidade invariante do mapa logistico

@ Sabemos que ¢(y) = 1.
@ Ja 5
h~1(x) = = aresin /x,
T

que tem como derivada

dh! 1

dx g x(1—x)

e Portanto concluimos que, para L(x, 4):
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Propriedades estocésticas

Densidade de probabilidade invariante do mapa logistico
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