Métodos Computacionais em Fisica:
Mecanica Estatistica

Aula: Equacoes diferenciais estocasticas.



Aula: Eqg. Dif. Estocasticas - Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

1) Associar a evolucao temporal do processo de random walk pode ser escrito na forma de
uma “equacao diferencial” envolvendo variaveis aleatérias (estocasticas).

2) ldentificar a forma geral de uma equacao diferencial estocastica (EDE).

3) Implementar a solucao numérica de uma EDE pelo método de Euler-Maruyama.

Tarefa: Solucionar uma EDE para um modelo estocastico aplicado para a variacao de precos de
acoes em bolsa e comparar o comportamento das solucdes com dados empiricos do indice

lbovespa.

Tempo aproximado: 40 a 50 min (lembrando que o debug € a maior parte disso!).




Random Walk como uma EDE.

Processo de Wiener W(t):

Para cada t, W(t) € uma variavel aleatoria obedecendo a uma
distribuicdo normal com variancia g,,% = t.

Para todo t,<t,, W(t,)-W(t,) € independente de W(t,).
Como vimos, um random walk difusivo X(t) com coef. de difusdo D

dX(t) = (V2D) dW(t) cmei  [X(0) =0

2
onde definimos Dcomo [) =  lim (AX)
AX,At—0 2At

Logo, W(t) tem dimenséo de v/t .



Random Walk como uma EDE.

No fundo, a relacao entre X(t) e W(t) € uma mudanca de escala.

Note que a EDE nao € uma equacao deterministica: cada
realizacao leva a um conjunto {X(t)} distinto.

Nas ultimas aulas, o que fizemos foi essencialmente resolver
numericamente esta EDE discretizando o tempo e a posicao.
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Forma geral de uma EDE

Uma EDE mais geral pode ser escrita na forma:
dX (t) = a(t, X)dt + b(t, X )dW (¢)

O segundo termo € chamado de difusivo (envolve um processo
estocastico de Wiener) enquanto que o primeiro termo € chamado
de termo de deriva.

Se a=0e b = V2D = const., retomamos o random walk.

Voltemos a questao da
penultima aula:

E esse? E um random walk?



Outros exemplos de EDESs

Um modelo bastante usando em finangas para o comportamento
do preco de uma acao P(t) € uma EDE na forma:

dP(t) = pP(t)dt + o P(t)dW (t)

onde os termos de deriva e de difusao sao proporcionais a P(t).

EDEs deste tipo caracterizam processos denominados
“movimentos Brownianos geomeétricos”.

Uma outra forma de escrever este modelo é:
dP(t)
P(t)

gue indica que o retorno (variacao sobre o preco) tem uma
componente linear e outra tipo “random walk”.

= pdt + odW (t)



Resolvendo uma EDE numericamente

EDE continua:
dX(t) = a(t, X)dt + b(t, X)dW ()  X(t=0) = X,

Metodo de Euler-Maruyama — Discretizando no tempo
t ->t, =((n-—1)At e X(t) - X,, , obtemos:

e

Xn—|—1 = X, + AX’I’L
AX, =a(n, X,)At + b(n, X,,) AW,

A variacao do termo estocastico (processo de Wiemer) sera
dada por:

AWn — Wn_|_1 —Wn :TnVAt

e

onde r,, € um numero aleatério com distribuicao normal e (r;;)) =0 e
(r,?) = 1. Note que a variancia de W, serda linear com t.



Resolvendo uma EDE numericamente

Tomemos como exemplo a EDE continua:

dP(t) = pP(t)dt + o P(t)dW (t) P(t=0) = P,

Metodo de Euler-Maruyama — Discretizando o tempo, obtemos:

Pn—l—l = P, + AP,
AP, = uP,At + 0 P,AW, AW, — r V/AF

a qual podemos resolver iterativamente dados: 4t, Py, U € O.

Por simplicidade, podemos calcular AW, como se fosse um
“random walk” com passo de tempo A4t :

A cada passo, sorteia-se um numero p=rand;
Se p =12 AW, = +VAt e se p < V2, AW,, = —/At.



Tarefa: “Simulacao” do lbovespa.

Calcular evolucoes temporais de P(t) do indice Ibovespa pelo método de
Euler-Maruyama para os seguintes parametros:

Use P,=10140.05 (valor nominal do Ibovespa em 01/11/2002).
Unidade de tempo: use o tempo em dias e At=1/360 dia (=4 min).
Parametros: use p=0.002 /dia e 0=0.015/dia'’? (faca testes!)

Faca pelo menos trés realizagOes para t;,=365 dias e compare
com os dados de fechamento diarios do Ibovespa no arquivo
lbovData.mat

No passo n— n+1: Calcule AW, como se fosse um “random walk”
com passo de tempo 4t (vide slide anterior).

Responda (comentario no script):
1) O que ocorre se variarmos 0s parametros pe g?
2) Rode a simulacao por mais tempo (2-3 anos). Ha poder “preditivo”?



EDEs — Tarefa - Dicas

Para ler os dados do arquivo e armazenar em um vetor:

load IbowvData.mat
TbovNum=zeros (size (IbovData, 1), size (IbovData,”)) ;
ITbovNum=strZ2double (IbovData) ;

Cada valor corresponde a um dia (cuidado ao plotar...).
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Exemplo de seis simulacbes com os mesmos parametros:
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