
Gabarito da Segunda Série 

Exercício 1 

 

Exercício 2 

Como explicado no enunciado do problema (veja também em Zangwill, Exemplo 10.7), 

no caso dos campos constantes em cada tubo de fluxo toroidal 

𝐻 = ∫ 𝐴1 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗1 ∫ �⃗⃗�1 ∙ 𝑑𝑆 + ∫ 𝐴2 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗2 ∫ �⃗⃗�2 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗2
𝑆2𝐶2𝑆1𝐶1

 

Aqui é importante esclarecer sobre uma concepção errada que muitos alunos têm com 

relação à definição de helicidade. Na expressão acima, 𝐴1 não é apenas o potencial vetor 

associado ao campo �⃗⃗�1, mas o potencial vetor que está no volume 𝑉1 associado a todos 

os campos, �⃗⃗�1 e �⃗⃗�2. Da mesma forma, , 𝐴2 não é apenas o potencial vetor associado ao 

campo �⃗⃗�2, mas o potencial vetor que está no volume 𝑉2 associado a todos os campos, 

�⃗⃗�1 e �⃗⃗�2. Os campos estão confinados nos tubos de fluxo, mas os potenciais vetores estão 

em todo o espaço. 

𝐻 = 𝜙1 ∫ 𝐴1 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗1 + 𝜙2
𝐶1

∫ 𝐴2 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗2
𝐶2

 

Mas 

∮ 𝐴 ∙ 𝑑ℓ⃗⃗ = ∫(∇ × 𝐴) ∙ 𝑑𝑆 = ∫ �⃗⃗� ∙ 𝑑𝑆 = 𝜙𝑚 

onde 𝜙𝑚 é o fluxo magnético que atravessa a área interna ao circuito onde a integral de 

linha do potencial vetor é feita. Portanto, na configuração da figura mostrada no 

problema, a integral em 𝐶1dá o fluxo do vetor  �⃗⃗�2, que atravessa sua área interna, e a 

integral em 𝐶2dá o fluxo do vetor  �⃗⃗�1. Portanto 



𝐻 = 2𝜙1𝜙2 

Transformação de Calibre para a Helicidade 

𝐴′ = 𝐴 + ∇𝜆 → 𝐻′ = ∫ 𝐴′ ∙ �⃗⃗�′𝑑𝑉 = 𝐻 + ∫ ∇𝜆 ∙ �⃗⃗�𝑑𝑉 

onde empregamos a propriedade de invariância do campo magnético em uma 

transformação de calibre. Então, 

𝐻′ = 𝐻 + ∫ ∇ ∙ (𝜆�⃗⃗�)𝑑𝑉 + ∫ 𝜆∇ ∙ �⃗⃗�𝑑𝑉 = 𝐻 + ∫ 𝜆�⃗⃗� ∙ 𝑑𝑆 

Portanto 

𝐻′ = 𝐻  ⟹  ∫ �⃗⃗� ∙ 𝑑𝑆 = 0 

ou seja, o volume tem que ser limitado por uma superfície de fluxo, formado pelas linhas 

de força do campo magnético. 

 

Exercício 3 

 

 



 

 

 



 

 

 

Exercício 4 

Seja 𝐵𝑧(𝑟, 𝑧; 𝑡) a componente axial de um campo magnético com simetria axial,  

(𝜕/𝜕𝜃) = 0 em coordenadas cilíndricas (𝑟, 𝜃, 𝑧). Considere uma partícula descrevendo 

órbitas circulares de raio 𝑅 neste campo. Mostre que o raio da órbita permanece 

constante se a condição  

2𝜋𝑅2
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑡
 

for satisfeita, onde 𝜙𝑚 = ∫ �⃗⃗� ∙ 𝑑𝑆 é o fluxo magnético através da superfície de raio 𝑅. 

Esta condição é denominada Condição Betraton. 



Em um campo magnético, um elétron executa órbita circular de raio 𝑟 e velocidade 𝑣, 

de forma que a força centrípeta é dada pela força de Lorentz 

𝑒𝑣𝐵 =
𝑚𝑣2

𝑟
→ 𝑒𝑟𝐵 = 𝑚𝑣 

A força tangencial atuando sobre o elétron é dada por 

𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑣) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝑟𝐵) 

Para manter o raio constante, temos que  

𝐹 = 𝑒𝑟
𝑑𝐵

𝑑𝑡
 

Mas esta força é a feita pelo campo elétrico induzido ao longo da órbita, ou seja, 

𝐹𝑒 = 𝑒𝐸 =
𝑒

2𝜋𝑟

𝑑𝜙𝑚

𝑑𝑡
 

Igualando essas duas expressões, temos 2𝜋𝑟2 𝑑𝐵

𝑑𝑡
=

𝑑𝜙𝑚

𝑑𝑡
 

 

Exercício 5  

O potencial vetor em certa região do espaço é dada por  

𝐴(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑎𝜃�̂�𝑟 + (𝑏 + 𝑐𝑟)�̂�𝑧 

em coordenadas cilíndricas. Encontre a expressão para a densidade de corrente 𝑗 

correspondente. 

∇2𝐴 = −𝜇0𝑗  → 𝜇0𝑗 = ∇ × ∇ × 𝐴 − ∇(∇ ∙ 𝐴);  𝐴 = 𝑎𝜑�̂�𝑟 + (𝑏 + 𝑐𝑟2)�̂�𝑧 

∇ ∙ 𝐴 =
𝑎𝜑

𝑟
; ∇(∇ ∙ 𝐴) = −

𝑎𝜑

𝑟2
�̂�𝑟 +

𝑎

𝑟2
�̂�𝜑 

∇ × 𝐴 = −2𝑐𝑟�̂�𝜑 −
𝑎

𝑟
�̂�𝑧;  ∇ × ∇ × 𝐴 =

𝑎

𝑟2
�̂�𝜑 − 4𝑐�̂�𝑧 

∴  𝑗 =
1

𝜇0
[
𝑎𝜑

𝑟2
�̂�𝑟 − 4𝑐�̂�𝑧] 

Exercício 6 

Considere um meio com uma densidade de carga 𝜌 e uma densidade de corrente 𝑗. 

Mostre que a densidade de força (força por unidade de volume) no meio é dada por  

𝑓 = 𝜌�⃗⃗� + 𝑗 × �⃗⃗� = ∇ ∙ 𝑇 −
1

𝑐2

𝜕𝑆

𝜕𝑡
 

onde 𝑇 é o tensor tensão de Maxwell e 𝑆 o vetor de Poynting 



 

Exercício 7 

No calibre de Coulomb, ∇ ∙ 𝐴 = 0, o potencial escalar 𝜙 aparece na equação de onda 

para o potencial vetor 𝐴. Tente eliminar o termo contendo 𝜙 separando a densidade de 

corrente em duas parcelas, 𝑗 = 𝑗1 + 𝑗2, onde ∇ × 𝑗1 = 0;  ∇ ∙ 𝑗2 = 0. Mostre então que 

∇(𝜕𝜙 𝜕𝑡⁄ ) = 𝑗1 𝜖0⁄ , de modo que a equação de onda para 𝐴 tem somente 𝑗2 como 

fonte. 

As componentes 𝑗1 e 𝑗2 são as componentes longitudinal e transversal da densidade de 

corrente e, como o potencial vetor dó depende da segunda, este calibre é também 

denominado Calibre Transversal. 

 

Exercício 8 

Exercício 6.6 do Jackson. 

O momento do campo é dado por 

�⃗⃗� = 𝜀0 ∫ �⃗⃗� × �⃗⃗�𝑑𝑉 

O campo magnético dentro de uma bobina toroidal é calculado em Física III utilizando 

a Lei de Ampère, 

�⃗⃗� =
𝜇0𝑁𝐼

2𝜋𝑟
�̂�𝜑 

e, naturalmente, o campo da carga pontual é dado por 

�⃗⃗� =
𝑄

4𝜋𝑟2
�̂�𝑟 



Portanto 

�⃗⃗� =
𝑄

4𝜋
𝜇0

𝑁𝐼

2𝜋
∫ 𝑑𝜑 ∫

𝑑𝑟𝑑𝑧

𝑟2
�̂�𝑧 ≈ 𝜇0

𝑄𝑁𝐼

4𝜋

𝐴

𝑎2

2𝜋

0

�̂�𝑧 

 

Exercício 9 

Exercício 6.9 do Jackson 

Veja solução muito bem discutida na seção 6.3 do Livro Bo Thidé: ELECTROMAGNETIC 

FIELDS AND MATTER 

 

Exercício 10 

Exercício 4.11 do Frenkel 

A energia eletrostática é dada por (Jackson 1.53) 

𝑊 =
1

2
∫ 𝜌(𝑟)𝜙(𝑟) 𝑑𝑉 

Suponhamos que façamos uma pequena variação na posição das cargas no condutor, 

sem variar a carga total. Então a variação na energia será  

𝛿𝑊 =
1

2
[∫ 𝛿𝜌(𝑟)𝜙(𝑟) 𝑑𝑉 + ∫ 𝜌(𝑟)𝛿𝜙(𝑟) 𝑑𝑉] 

Essas integrais têm que ser feitas em todo o espaço. Lembrando que em um condutor o 

potencial eletrostático 𝜙(𝑟) é constante e que fora dele é vácuo, ou seja, não há cargas, 

prossiga para a conclusão final. 

 


