Gabarito da Segunda Série

Exercicio 1

Bolucao

¢t feB=Vax Vi V- B=V - (VaxVE =V - (VxVa) Vo (VxVE =0
Aquil usou—se que [V x V@' = 988,80 = 8,8, — 8,846 =0 (B =2)

¢ Temos B=V X A=VaxVE=Vx(aVE)—aV xVE=V x(aVi) e da A = (aV§).
Ohservands que B = —VB x Vo conclui—se que A = — (Vo).
¢ Eclaro que V x [A +Vx) =V x A = B. Também tem—se
V x [aV{E+ f(a))] =V x (aVE) + V X [aVia)) =V x (aVE) + Va x Vizia) + oV x Vi)
dfs

—V % (aVB) + Ve x Viala) = V x (aV8) + Var x (5) Vo = V x (aVA).

Anglogamente ocolTe ng Tepresentach o A = —(BVa) se o — o+ f1(8).

+ 40 longo da linha de campo tem—se 292 =& . Yo —b . Va= %@‘% =0. Analogam

: 48y _ dr _r _ FoaxVEVE _
mente, 8 =& . Ve=b Vf = oo =0
Exercicio 2

Como explicado no enunciado do problema (veja também em Zangwill, Exemplo 10.7),
no caso dos campos constantes em cada tubo de fluxo toroidal

H=j /Tl-d?lj §1-d§+J /Tz-d?;f B, d#,
C1 S1 Gz Sz

Aqui é importante esclarecer sobre uma concepcao errada que muitos alunos tém com
relacdo a definicdo de helicidade. Na expressdo acima, /Tl ndo é apenas o potencial vetor
associado ao campo §1, mas o potencial vetor que esta no volume V; associado a todos
0S campos, §1 e §2. Da mesma forma, , /Tz nao é apenas o potencial vetor associado ao
campo §2, mas o potencial vetor que esta no volume V, associado a todos os campos,

B, e B,. Os campos estdo confinados nos tubos de fluxo, mas os potenciais vetores estdo
em todo o espaco.

H=¢1f /T1'd?1+¢zf A)z'dzz
c

1 C2

Mas
fg-dﬁzf(sz)-d§:f§-d§:¢m

onde ¢,, é o fluxo magnético que atravessa a area interna ao circuito onde a integral de
linha do potencial vetor é feita. Portanto, na configuracdo da figura mostrada no

iR
problema, a integral em C;da o fluxo do vetor B,, que atravessa sua area interna, e a

integral em C,da o fluxo do vetor §1. Portanto



H=2¢,¢,

Transformacdo de Calibre para a Helicidade

A =A+V2 —>H'=fﬁ'-§'dV=H+fv/1-§dV

onde empregamos a propriedade de invaridancia do campo magnético em uma
transformacdo de calibre. Entao,

H'=H+fv-(,1§)dv+f/w-§dv=H+f/1§-d§

Portanto

-

H=H = fﬁ-dszo

ou seja, o volume tem que ser limitado por uma superficie de fluxo, formado pelas linhas
de forca do campo magnético.

Exercicio 3

a) Mostre que, utilizando & lel de Faraday, V x E = — 3 & equagio V- B = 0 ¢ satisfeita
expecificando o campo magnético atrarés da relacio B = F X E onde F & qualauer vetor

constante.

Sol Para F constante tem—se

V-B =V (FxE) = EVxF-FVxE=-FVxE= F(%) =F (F X 88t_E) = (F x F)E'%E =0

b Substitus ests expressio no le de Ampéve ¢ obienhs o sesinie equacio pars 0 campo elélrico

I 2 22 2 1
— tcF-VE=—(c"F—v), "=
5 TeE-VIE=( ) v

Sol popv+ueadE = VxB =V x(FxE) = (E-V)F—(F-V)E+FvV.E-EV.F = —(F.V)E+FV.E,
1
o<

Agors Usamas =c? ¢ V- E = p/en para chegarmos no wswliado desejado.

c) Mosire que esso equagio & satisfella escolhendo B = v/ c? ¢ que a dedvada tereporal convective
do campo eléirico seja nuls,
dE JE
di 5
Explique ¢ que significs fsicamende esta equacio. Corn esses reswdiados, temos, portando, que
oE

v

+(v-VE=0

Sol £ suficente observar que como F = v/e? nio depende de r enifio curnpre—se (EVIF=0,EV.F=10
partano B= % xE—- £+ (% VIE= 2(*%—v) > L =—(v.V)E

&0 o
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Na equacio de onda pars ¢ pobencial velor

2 1 &%A
VA—C—Q iz = —lopov

subsiitus o ubilizando s equacio de onds pars o polencial escalar ¢ ¢ obienha ¢ reswliado

VA~ g =V (54) -~ g (39)

de forms que

v
2 2 2
VA= G = e = poeo (VI6— B 5 ) v =V (354) - 5z (39)
Mosire que esse resulizdo salisfaz avelacio B =V X A
VX (HP) =9V X (E)+ Ve X =%xE=E
Na expressio do carnpo elélrico em funcio dos pofenciais, B = — V¢ — %? willize & condicdo de

que & derivada temporal convectiva do potencial vetor {ambém fern que ser mulas {como do campo
elétrico], e objenhs s sepuinge expressio

E=-vé+ B8 vy 5":%

Esse restdindo mosira que, uma vez deferminado o potencial escalar ¢, todos o3 campos Hewn

deferroiraedos.

Bt (v VIA=S0E=-V- 2= Vo+ (v- VA-(v. V)A- 22 = T4+ (v.V)A =
—Vé+ (v V)(ze)=—Vé+ LT V)

Parm obier 5 equacio pars &, parta da lei de Coudomb, V- E = pfe |, ¢ mosire que s equagio
diferencial pars ¢ potencial &

~Vi+ B vE-vey =L

V-E=-V.-V$+ V- [ff Vo) =-V%+F - V(F V¢ =£
1 Resolws esls equacio comsiderando s carga movendo—se ng diveciio z, v = v8: ¢ masive que els se
reduz o ) ) .
¢ | F¢ 205 p
Tt P ) =

Essa seria o equagio de Passon, ndo fors ¢ ftor (1— 62). Faga enido o iransformacio de wrifvels
oy = yz—C=2z//1— B ¢ oblenha a equagio

82¢> 82¢ 82¢ 1
Fa? + W + 5‘_62 = _EF’($e@'e WC)

que cormesponde & equacho de Poisson nas coordensds (2,9, ). Ublenha o expresséo pars o
potencial em ferroos dis intesral de vohime nesses coordensdns ¢ fngs o trnnslformagho invenss de
varifvess, levando resudindo

p(r')de'dy’dz’

1 1
$lr) = — 7 1
dwen ST — 38 /[($_$x)2+ (y—yf)2+ﬁg(z—z“’)2] /




Sal

v—'uez—>—+— D22 Pz \c e T A2 3@2 EE Hz2 0

8¢ e 8% w B v a 3245 32¢ b _¢ 32® 32 (l_ﬁg)@__ﬁ
Su? H2f o bz dz2

Fp g 8
o= /I B ¢—7@8¢ oo, = plovu T B wd 52 004 ) TR0 20 00
g &8 @& my,«/l— 20 1= BN dady e’

] = = 21— 2

se V= +8y+8§ Vi = — ple, v B2 = %ED/M?& g (L)
- z _ dz - 1 plz', ¢, 2" de’dy/dz’

= —di= = flz,y,2) = —

vizg o vImE 4””\/1—ﬁ2f[(w—wf>2+@—@wuﬁﬂz—zw]”

i} Clonsidere 5 densidade de cargs como ums cargn pondual na origemn, p(r) = g8(r) ¢ oblenhs o

restdinedo
q 1
T
4(x) dmeg /1 — F2)02 + F222
Sol ¢>(r) N | gdlw—o'18ly—u 8z — 2" de"dy ds"

— _1 1 1 — _4 i
Awen ., f1-p? {(w_wx)?.;_(g_yxﬂ_;_ﬁg(z_zgg]1"'2 dmen g2 [%2+3’2+ﬁg"2]”2 Ame0 [11—p2) (e he? ) 2] /2

g 1 g 1

2__ .2 2 2 _ e —
=R ST 4 —}@(I‘) - dren [(1 —ﬁz)(QQ + @'2) + (1 —ﬁg)ZZ + 5222]”2 - dmen (1_)32)?,2 +,@222

J Come fz = B’ - T, mostre que este resuliado pode ser eserifo nums forms independente o sistems
de coordensdas

pir)= e
—(rxf)
Sol

Br)= g = L 1 = 1
o =BT FE A S (e (@B (A7 0 — (e B

k) Finslmente, utilizando o expresshio pars o campo elébrico obtids no em ], mostre que a expressio
final pars 0 campo elédrico & dads por

By = 2 L= F)rt (B-nf
dmeg [?2 @ XE)Z] ¢

Fgga, expressio esid e concordancis comm ¢ restdindo relativisitico.

g U—ph(et, duty et 148728, 1-gir(F ) 3

Sol B(r) = —vet)=—mg" (¢ci—ﬁ2>ir2+ﬁ2z2) Tdwe (g RRERVE dAmeo [(1-g0n2 g7 R0

Exercicio 4

Seja B,(r,z;t) a componente axial de um campo magnético com simetria axial,
(8/06) = 0 em coordenadas cilindricas (r, 8, z). Considere uma particula descrevendo
Orbitas circulares de raio R neste campo. Mostre que o raio da Orbita permanece
constante se a condigdo

0B, 0¢n
ot ot

2mR?

for satisfeita, onde ¢,,, = f§ -dS é o fluxo magnético através da superficie de raio R.
Esta condicdo é denominada Condicdo Betraton.




Em um campo magnético, um elétron executa érbita circular de raio r e velocidade v,
de forma que a forga centripeta é dada pela forga de Lorentz

UZ

evB = - erB=mv

A forca tangencial atuando sobre o elétron é dada por
F =L ) = 2 (er)
=—(mv) = —(er
dt dt

Para manter o raio constante, temos que

P
—erdt

Mas esta forca é a feita pelo campo elétrico induzido ao longo da 6érbita, ou seja,

e don,
Fe =eef = ——
2nr dt
~ dB _ d
lgualando essas duas expressdes, temos 2772 e %

Exercicio 5
O potencial vetor em certa regido do espaco é dada por
A(r,0,7) = abé, + (b + cr)é,

em coordenadas cilindricas. Encontre a expressdo para a densidade de corrente J
correspondente.

V2A = —po] = ] = VX VX A—V(V-4); A=apeé. +(b+crd)e,

- ag > ap a
V.A:T; V(V'A):—r—zer-l'r—ze(p

- a 5 a
V><A=—2cre(p—;ez; V><V><A=r—2e(p—4cez

“f= Mio[i—f 6, — 4cé,|

Exercicio 6

Considere um meio com uma densidade de carga p e uma densidade de corrente J.
Mostre que a densidade de forga (forca por unidade de volume) no meio é dada por

onde T é o tensor tensdo de Maxwell e S o vetor de Poynting



Solucio

Teando & 1 de Faraday ¢ também que nio exdstem monopolos magnéticos & dengidade de foren

pode ser smetrizads, & saber:

B VxB JE OB B S(E x B
f=PE+JXB=€0(V'E)E+( p —EOE)XB=ED(V-E)E*—EDEXE-}—(VM—:)XB—ED%

f:eo(V-E)E—eoEX(VXE)-F{ELL(V-B)B—#LLBX(VXB)—EOM
s} s}

fZEO{(V‘E'i‘E‘V)E—V(E—éEH+i{(V-B+B-V)B—V(¥)}—%%§

com E X B =S

E-E 1 B-B 188
f=¢V- {EE — (—) I} + —V- {BB - (7) I} — - onde T & & matriz identidade
2 Lo 2 o Bt

f—pE+jxB=V.T_L5B T {EE—(¥)2}+L{BB—(¥)I}

E Ho

Aqul GG represents o bivetor ou produio tensorial pars G =E ou B

Exercicio 7

No calibre de Coulomb, V - A= 0, o potencial escalar ¢ aparece na equagao de onda
para o potencial vetor A. Tente eliminar o termo contendo ¢ separando a densidade de
corrente em duas parcelas, ] = J; + J,, onde V X J; = 0; V-], = 0. Mostre entdo que
V(d¢p/dt) = J,/€,, de modo que a equagio de onda para A tem somente J» como
fonte.

As componentes J; e J, sdo as componentes longitudinal e transversal da densidade de
corrente e, como o potencial vetor dé depende da segunda, este calibre é também
denominado Calibre Transversal.

Solucdo

1 %A . 15 . . 18 . 1P .
VZA‘; Hz = HdtV (V A+ Zﬁé) = —piojz+ {—mi +V (Zg)} = —falz s -V (%) = ol
Exercicio 8

Exercicio 6.6 do Jackson.

O momento do campo é dado por

-

Pzeofﬁxﬁdv

O campo magnético dentro de uma bobina toroidal é calculado em Fisica Il utilizando
a Lei de Ampére,

e, naturalmente, o campo da carga pontual é dado por

Q

— ¢
4ar? T

iy



Portanto

5_Q NI J‘drdzﬂ ONI A
“mton 0 )Tz T Ty 2%

Exercicio 9
Exercicio 6.9 do Jackson

Veja solugdao muito bem discutida na se¢ao 6.3 do Livro Bo Thidé: ELECTROMAGNETIC
FIELDS AND MATTER

Exercicio 10
Exercicio 4.11 do Frenkel

A energia eletrostatica é dada por (Jackson 1.53)

10
w =3 [ o9 av

Suponhamos que facamos uma pequena variacdo na posicdo das cargas no condutor,
sem variar a carga total. Entdo a variacdo na energia serd

1 o . .
SW = EU Sp(P)p(P) dV + fp(r)&p(r) v

Essas integrais tém que ser feitas em todo o espac¢o. Lembrando que em um condutor o
potencial eletrostético ¢ (#*) é constante e que fora dele é vacuo, ou seja, ndo hd cargas,
prossiga para a conclusdo final.



