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Jean Baptiste Joseph Fourier

Nascimento: 21 de marco de 1768 em Auxerre, Franca.
Morte: 16 de maio de 1830 em Paris, Franca.
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Série de Fourier

Apenas para funcoes periddicas de frequéncia
fundamental f,

1.3.2. Série de Fourier na forma trigonométrica

Uma funcdo x(t) periodica com periodo T pode ser expressa pela série

trigonometrica de Fourier abaixo:

x(t) = GTG + ay cos(2mfyt )+ a) cos(2n2 fyt ) + a5 cos(273 fyt )+ - - + Bysen(2mfyt ) + bysen(2m2 fot ) + - -

0 A . A .
1° harmonico 1° harmonico

ou. de outra forma:

x(r)= —+ Z [i?” cos(2mnfyt)+ b, sen(2anf, r}]

ili‘_

em que fy= 1/T ¢ chamada de freqiiéncia fundamental do sinal

(1.1)

(12)



Série de Fourier

Apenas para funcoes periddicas de frequéncia
fundamental f,

A serie anterior pode tambem ser expressa, na forma compacta, por:

x(t)=E, + ZE” cos(2mnfyt + 6, ) (1.3)
=1
em que: E, = %’3’ representa o valor medio da fungao.
E . I|I j bj la _ ) Crll bﬁl Y
n =\0p T0p € no {H:’_“}":,_I T
I'-\.\, {'Ir il_i‘ _.-'I



Forma Exponencial

Usando-se a formula de Euler:

e’ =cos(0) + jsen(0)

A série de Fourier pode ser escrita na forma:

X(t): Z AnejZanot

n=-—0o



Forma Exponencial

Como os coeficientes A, sdo numeros complexos, eles podem ser caracterizados
por um moédulo e uma tase.

. (1.25)
79,
4] 8

A, =4

em que:

bn
|An| - /a%+b% f,, = arctan (a)

10



freqiiéncia f1
amplitude a1l
fase p1

freqiiéncia f2
amplitude a2
fase p2

Curva Original
no dominio
do espaco

Curva original
no dominio do
tempo

Primeira
aproximacao

Somando-se esta a
primeira, para obter
a segunda
aproximacao

Segunda

aproximacgao

Um sinal no dominio do
tempo (t) pode ser
aproximado atraves de uma

com
frequéncias (f, 15, 15, ....... f)
de amplitudes (a,, a,, ...... a,)

e tases (py, P2, +---Pn)
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Espectro (Plano das Frequéncias)
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Amplitude e Fase
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Amplitude e Fase

4 AMPLITUDE
A+t
» FASE
+90°
Ay |
+45° 1
fo
fo 2f, f 2%, f
-45° 4

Figura 1.5: Soma de dois sinais senoidais com variacao na fase de uma das
componentes. 17



. AMPLITUDE
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Figura 1.9: Representacado espectral das amplitudes e fases da onda quadrada.

Se cada componente senoidal da figura 1.9 for representada no tempo
conservando amplitudes e fases corretas, a forma de onda resultante da soma de tais.
componentes sera uma aproximacao do sinal original. Isto € mostrado na figura 1.10.

[N L)

WOV SAVAVE VAV S

\V/

a) fundamental, terceiro, quinto b) Soma da fundamental 3°, 5°
e sétimo harmonicos. e 7° harmonicos.

Figura 1.10: Composi¢ao de apenas quatro componentes da série de Fourier. O sinal

resultante € apenas uma aproximacao. 18



Transformada de Fourier

Para funcgoes ndo-periodicas

Considera-se a frequéncia fundamental f, com lim — ()

* A medida que f, diminui, 0 espacamento entre oOs
periodos da fun¢do no dominio do tempo aumentam.

 Consequentemente, o0 espacamento entre  0s
harmonicos da série de Fourier diminui, tendendo a
zero (Func¢ao continua no dominio da freqii€ncia).

A Transformada de Fourier nada mais ¢ do que a
Série de Fourier com f, de limite — 0, que converge
para uma integral.

T > T—on
n=—c

x(r)=limx (1) — 1()—11111{55)((;%) “ff J‘ X(f)e*™df

19



Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier

Seja f(x) uma fungao continua de uma variavel real x.

A Transformada de Fourier de {(x) ¢ definida por:
3@y =F)= [ f(x)-e " dx

E a Transformada Inversa de Fourier ¢ dada por:

IUFu)) = f(x)= j F(u)-e’*"du

—0Q0
21



Transformada de Fourier

Usando-se a formula de Euler, o termo exponencial dentro da
integral, pode ser colocado na forma:

e /™ = cos(2mux) — jsen(27mix)

O que mostra que F(u) € uma soma infinita de senos € cossenos ¢
que cada valor de (u) determina a freqiiéncia de seu correspondente

par (Seno-cosseno).

A variavel (u) ¢ denominada de Variavel de Frequéncia.

22



Transformada de Fourier.

F(u) = R(u) +jI(w)

A Magnitude de F(u) ¢ chamada de Espectro de Fourier de {(x):
F)| = [R2u)+ )]

I(u)

E o dngulo de fase é dado por:  @(u) =tan™'[
R(u)

]

O quadrado do Espectro ¢ chamado de Espectro de Poténcia de f(x) ou
de Densidade Espectral:

P(u)=|F(u) =R (u)+1*(u)

23



Espectro de Fourier
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Figura 6: Tlustragcao da propriedade do deslocamento no dominio do tempo.
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Sua Transformada de Fourier € obtida através da equacao:
0 X
Fu)= | f(x)exp[-j2zuxlds = | Aexp[-j2rux]dx =
s 0

sen(ruX)

F(u)=A4X (2 1X)

26



sen( 7 uX)

|F(u)| =AX (1)

Funcao Sinc

Variando-se o valor de (u) na equagao, obtém-se as infinitas
amplitudes das freqii€ncias que constituem a funcao f(x).

27



.| e I

Figura 3: Func¢do constante no dominio do tempo e sua transformada de Fourier.
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FIGURE 4.4 (a) A simple function; (b) its Fourier transform; and (c) the spectrum. All functions extend to
infinity in both directions.
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A convolucao 1-D de duas fung¢des continuas f(x) € h(x):

F)*h(x) = [ f ()h(x—m)dm

h(—m)
A

fx)*g(x)

——+ > m

T

h(x — m) 600 -
A

1200 +

0 200 400 600 800

——+ - m
0 200 400
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A convolucao 1-D de duas fung¢des continuas f(t) € h(t):

fOy*ht) = [ f(r)h(t— ) dr

A transformada de Fourier da convoluc¢ao de duas funcgodes 1(t) € h(t):

a (20

E{f(f) * h(f)} _ / [ _ f(T) h(f —T) dT} e 12Tt Jy

J—00

— / f(T)|:/h(IT)€j3”W d.t} dr

33



A propriedade de translacdo da Transf. de Fourier mostra que:

IV(8) = H (1)
J{h(t — 7)} = H(p)e >

Substituindo:

a (O

Mrayxht)} = [ f@)[H(w)e > |dr

— O

109

= H(w) | f(r)e ™ ds

= H(p) F(pr) 34



J(x)*g(x) & F(u)G(u)

Convolucao Multiplicacao
no dominio do <:> no dominio da
tempo/espaco frequéncia
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J(0)g(x) < F(u)*G(u)

Multiplicacao Convolucao
no dominio do no dominio da
tempo/espaco frequéncia
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Digitalizacao

Sinal
Analogico

—>

Amostragem

Quantizacao

—>

Sinal
Digital
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Amostragem
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Amostragem
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No dominio da frequencia

sat(?)
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No dominio da frequencia
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No dominio da frequencia

« A transformada de Fourier de uma funcao amostrada
finita € uma funcao continua, periodica e infinita

* No dominio da frequéncia, o espectro se repete em
infinitos periodos.

O equivalente do dominio do tempo para essa
caracteristica € a convolucao circular.

42



Taxa de Amostragem e Aliasing

Qual seria um bom critério para a escolha de Ax?

. O centro da regido sobreposta esta em: 4, = L
F(p) ZAT
|

JAT 2AT AT 43



Amostragem e Aliasing

f(;i)
—l’L\T UAT
F(ru
—2/AT  —1/AT 0 1/AT 2/AT
F(w)
- L

—a’_\.T —”h_\T —l’L\T \(}J "._\.T 2’_\?' a,h_‘.T

Aliasing



Teorema de Nyquist

“Se um sinal continuo tem componente espectral de
frequéncia mais alta igual a 4 , entao o sinal original
pode ser amostrado sem a/iasing se a taxa de
amostragem for maior ou igual a 2,5, OuU seja, o
periodo de amostragem A7 for menor do que 1/ 2,3, ."

45



Amostragem sem aliasing
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Amostragem com aliasing

— M max M max

| |

- ,L(

AN i S |
! — 1 l I
-3/AT -2/AT —1/AT : 0 : L /AT 2/AT 3/AT
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Aliasing no dominio do tempo

| | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | |
\ |

|/ |/ { | |/ | | |/ .
| | | | J |
‘l,‘ ll J/ 'U ll,’ Il,‘ IU

]
v

|
6
—{ AT |+—

|
\/
v

O aliasing cria um sinal “falso”de frequéncia
menor do que o sinal original
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Aliasing no dominio do tempo

D
&)

+ + —— Entrada analdgica
* 550 —=— Sinal falso

1uuuUdJﬁ¢hH%tuUUUUUUUv

—>' '4— T =526us —+' I(—— Ts = 500us

Amplitude
©
(&) (e»)
—
il

Tempo

fsinal = 199 kHz — Tsinal = 526 s
Taxa de amostragem = 500ps — £, ine = 2,0kHz

Sinal Reconstruido = 2,0kHz — 1,9kHz = 100Hz (T=10ms)
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Reconstrucao do Sinal Digital

fr = f(kAT)
A
e ©
&
... ® o
@ ...
I N N R S T N R R R
2 -1 0 1 2

Como reconstruir o sinal original a partir do
sinal digitalizado?

50



Reconstru¢ao do Sinal Digital

No dominio do tempo

4 Sinal analégico
. : i . de entrada
? . /
? N
A NG
3 h
¢
- Sinal sem aliasing
» Tempo
(a) . .
; ¢ 4 * Filtro passa baixa

Reproducédo
digitalizada filtrada

h

Saida A/D

Tensio

= Tempo
(b) o1



Reconstrucao do Sinal Digital

No dominio da frequéencia

Amostragem sem
aliasing

Filtro passa baixa

Sinal original
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Reconstrucao do Sinal Digital

No dominio da frequéencia

F(up)
— M max I M max
—/\—/\—/\J\/\ /\ /\ Amostragem com
LA L, aliasing
-3/AT -2/AT —1/AT! 0 11/AT  2/AT  3/AT
‘; H(pw) |
 ar
.. Filtro passa baixa
‘ 0

N .. Sinal distorcido
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DFET

Transformada Discreta de Fourier

54



A Transformada Discreta de Fourier (1-D)

Uma funcao continua f(x) pode ser digitalizada numa sequéncia de N
amostras separadas de Ax unidades:

1 (xy), f(x, + Ax), f(x, +2Ax),........ f(x, +[N —1]Ax}

)

o + 2AX)

fixg+ 38X} f[xy+ (N - 1)Ax]

— - 1 | - ! : - » X
X Xy X4 X1

f(x) = {f(0), f(1), {(2), ....... f(N-1)}
Parax=0,1, 2, ....... N-1 s



A Transformada Discreta de Fourier (1-D)

« Vimos que a transformada de Fourier de uma funcao
amostrada finita € uma fungao continua, periodica e
infinita

« Como no dominio da frequéncia o espectro se repete
em infinitos periodos, o calculo da DFT ¢ feito em apenas
um periodo.

O equivalente do dominio do tempo para essa
caracteristica da periodicidade da DFT € a convolucao
circular.
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A Transformada Discreta de Fourier (1-D)

f(x) F(u)
4

W > ™,

K points

e mﬁ/\/ VAN

,, »X
M points { } M points

u

A transformada discreta de Fourier € calculada para o
mesmo numero de amostras a funcao original.
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Exemplo

K points

A
- 7 X - » U
M points I M points —
|F(u)]
2_A£ 4
M

f(x)

4

2K points

A mm/\/\ﬂ

F———M points e — - F——M points ——— =
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Periodicidade da DFT

0 —M/2 “—~M-1

<—Um periodo (M amostras) —>|

d F(u)

&

.1-.  Dois periodos consecutivos
3 se encontram aqui.
——M2 0 Mp-1-Mp Sy

b F ()

4

Dois periodos consecutivos
se encontram aqui.

: : | - >~ 1

59



A Transformada Discreta de Fourier (1-D)

O par de que se aplica a funcoes
amostradas unidimensionais ¢ dado por:

F(u) :%Nzlf(x)exp[—jZMtx/N]

Parau=0,1.2,........ N-1

f(x)= ]EF(u)exp[j%zux/N]

Parax=0,1.2,........ N-1

60



Exemplo: DFT direta

Funcao continua 1-D amostrada: Funcao discreta :

f(x)

+ 3AX
0 0,25 ”s,,{ ,. h)(" ]:W‘ > X
f(0) =2
1 N-1 | f(l) 3
F(u)= NZf(x) exp[—j2rux/ N] f2) =4
x=0 f(3) - 4 61




Exemplo

N-1 3
F(u):%Zf(x)exp[—ﬂﬂux/N] F(0)=i2f(X)eXP[0]
x=0 x=0

:%[f(0)+f(l)+f(2)+f(3)

1< .
F(l)= _Zf(x) exp[—j27 x/4] 1
4 & :Z[2+3+4+4]:3,25

B i[zeo +3e77 +de”T + 40772

| . . 3z 3r
=—|2+3(cos— — jsen—)+4(cost— jsenr)+4(cos—— jsen—
4{ (covy Treny)rMeos = senm) e dlcos = reny )}

FQ)=--

:i[2+3(0— J)+4(-1- j0)+4(0- j(-1)]

:i[2—3j—4+4j]

F(3):—%[2+j]

:%(—2+j)
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Exemplo

F(0) =325 o) {( | ﬂ B
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Exemplo: DFT inversa

f0)=" F(u)exp[0]
=F0)+F()+FQ)+F(3)

N-l
f(x)=ZF(u)exp[j27rux/N] :3,25+i(—2+j)—%—%(2+j)
u=0
1 1 1 1 1
s (1) (L () (1) (1 .
. (2j+(4’] (4) (2j (4’}
=3,25-1,25
=2
f(l):iF(u)exp[j2ﬂu/4]
0, V5 iz 1 e J5 5
=3.25¢e +Te +Ze +Te f(2):4

:3,25+l \/g(cosz+jsenzj+(cos7r+jsen7z)+\/§(cos3—”+jsen3—7zj
4 2 2 2 2 f(3) —4

:3,25+i[\/§(O+j)+(—1+jo)+\/§(0‘f)]
=3,25-0,25

=3 64



Exemplo

As duas representagoes da funcao podem ser obtidas uma
da outra, com o mesmo numero de amostras, sendo uma no
dominio do tempo e outra no dominio da
frequéncia

| Flu) |
3,25

5/4 \5/4
1/4
e
0 1 2 3 u
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Transformada de Fourier 2-D

A de uma fung¢ido continua f(x,y) ¢ :

U ()= F(v) = [ [ £x ) expl-j2 (e +vy)dvdy

—0

A ¢ dada por:

IF(u,v)}=f(x,y)= TJF(u,v)exp[jZ7z(ux+W)dudv

—00

Sendo que (u) e (v) sao as variaveis de frequéncia.
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Exemplo

Seja a funcao 2-D {(X,y) no dominio do espaco:

f(x,y)

A T

A ¢ dada pela equacao:

—y 8

F(u,v)= jf(x,y)exp[—j27z(ux+vy)dxdy =

—00

X Y
= AJ exp[— 727 ux]dx j exp[— j27 vyldy
0 0

67



sen(7zuX)
(7uX)

sen(zz vY)
(vY)

‘F(u,v)‘ = AX}"

Espectro como uma Imagem
de Intensidades

Espectro de Fourier
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O par de Transformadas Discretas de Fourier de uma fungao (x,y)

amostrada (M x N), ¢ dado por:

1 M-1N
Fu,v)y=—— X, v)exp|—j2x
(u,v) MNXZ(;;f( ,y)exp[— ( N)]
Parau=0,1,2,........ M-1 Parav=0,1,2,........ N-1
M-1N-1 UX
f,)= 2y Fu,v)explj27 (—+ )]
u=0 v=0 M N

Para x = 091929 """" M-1 Para y = 0,1,2, ........ N-1
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8(.\' - X0,V — '\"())

4 A

Trem de impulsos 2-D
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" —L/
“‘ max

past
|
|
|
|

Footprint of an
ideal lowpass
(box) filter

)
“max
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Gl ™
7z 4///// , ;';"1'(1)\/,/ ./;""I"’,v)»\
"

O numero de pixels da imagem da direita foi
reduzida em 50% (menor resolucao espacial)

Note as interferéncias de “falsas” frequéncias -
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O numero de pixels da imagem da direita foi
reduzida em 50% (menor resolucao espacial)

Note o efeito de serrilhamento (jaggies) 6



« Sempre ocorrera aliasing em imagens digitais

 Para reduzir o efeito de afliasing, geralmente usa-se um filtro
de suavizacao (passa-baixa) antes da digitalizacao

 Dessa forma, as altas frequéncias sao atenuadas e o efeito de
aliasing também

 Deve ser feito ANTES da digitalizacao

 Nao existe filtro anti-aliasing “real” que elimine o aliasing apos
a digitalizacao

« O que geralmente é feito € uma filtragem passa baixa e uma

re-amostragem da imagem, mas isso nao elimina o aliasing que
ja foi gerado na digitalizacao, apenas suaviza o efeito.

« Existem cameras fotograficas com filtros anti-aliasing reais
embutidos (nas lentes os nos sensores)
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Z

A imagem da direita foi suavizada por um filtro da média
3 x 3 antes da reducao do numero de pixels.

O efeito de aliasing foi reduzido, apesar do borramento




A imagem da direita foi suavizada por um filtro da média
5 x 5 antes da reducao do numero de pixels.

O efeito de aliasing foi reduzido, apesar do borramento o
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A Transformada Rapida de Fourier - FFT

O numero de multiplicagdes e adigcoes complexas necessarias para
implementar a DFT-1D (Transformada Discreta de Fourier
Unidimensional) é proporcional a N2

F(u)= ;Nz‘if(x)exp[—jbzux/N]

A decomposi¢ao adequada desta equacao pode tornar o numero de
multiplicagoes e adi¢oes proporcional a Nlog,N.

Este procedimento ¢ denominado de algoritmo da

81



Vantagem Computacional da FFT

2 4 2 2,00

4 16 8 2,00

8 64 24 2,67

16 256 64 4,00

32 1024 160 6,40

64 4096 384 10,67

128 16384 896 18,29

256 65536 2048 32,00

512 262144 4608 56,89

1024 1048576 10240 102,40

2048 4194304 22528 186,18

4096 16777216 49152 341,33
8192 67108864 106496 630,15 ©




Vantagem Computacional da FFT

2400

1800 —

C'(”) 1200 — —

600 — —

I I I I
34 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
n

I
1 2

Se uma maquina gasta 5s para fazer a FFT de um vetor
de 8192 pontos, A mesma maquina levara cerca de 600

vezes mais (50 min) para computar a DFT.
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