Teorema da Funcao Inversa e Teorema da Funcao
Implicita
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Introdugdo

O que queremos estudar

lIntrodugdo: Ponto de vista algébrico

@ Queremos estudar um sistema ndo linear de g equagdes a p incdnitas:

fl(Xl, e ,Xp) = b1
fo(xi, ..., xp) = by ou f(x) =b.

. (1)
fa(x1,...,xp) =b

Aqui, podemos considerar f : Q = Q° C RP — RY, de classe CI.
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Introdugdo

O que queremos estudar

lIntrodugdo: Ponto de vista algébrico

@ Queremos estudar um sistema n3o linear de g equagdes a p incdnitas:

fl(Xl, e ,Xp) = b1
f(x1,...,Xxp) = b2 ou f(x) = b.
fa(x1, ..., xp) = bq

Aqui, podemos considerar f : Q = Q° C RP — RY, de classe CI.
@ Perguntas que queremos responder:

(a) Para um dado b = b, sob que condi¢des a (supondo que exista) é
tnica?
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O que queremos estudar

lIntrodugdo: Ponto de vista algébrico

@ Queremos estudar um sistema n3o linear de g equagdes a p incdnitas:

I"'l(Xl7 e ,Xp) = b1
f(x1,...,Xxp) = b2 ou f(x) = b.

fa(x1, ..., xp) = bq

Aqui, podemos considerar f : Q = Q° C RP — RY, de classe CI.
@ Perguntas que queremos responder:
(a) Para um dado b = b, sob que condi¢des a (supondo que exista) é
Gnica?
(b) Se ela é tnica em A C  para um determinado valor de b, que

acontece para b'perto de b? A solucio continua tinica? E estd perto
ou distante da solugdo relativa a b?
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Introdugdo

O que queremos estudar

Introdugdo: Ponto de vista algébrico

@ Mais perguntas:
(c) Sgb que condi¢des o fato de haver solu¢do para um dado valor de
b = b, havera solucio também para b perto de b?
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Introdugdo

O que queremos estudar

Introdugdo: Ponto de vista algébrico

@ Mais perguntas:
(c) Sob que condi¢des o fato de haver solu¢do para um dado valor de
b = b, havera solucdo também para b perto de b?
(d) Sob tais condigdes, o conjunto de solugdes associado a b perto de
b é “parecido’ com o conjunto de solucdes associado a b = b? Em
que sentido?
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Introdugdo: Ponto de vista algébrico

@ Mais perguntas:
(c) Sob que condi¢des o fato de haver solu¢do para um dado valor de
b = b, havera solucio também para b perto de b?
(d) Sob tais condigdes, o conjunto de solugdes associado a b perto de
b é “parecido’ com o conjunto de solu¢bes associado a b= b? Em
que sentido?
(e) Em que sitagBes tem-se existéncia, unicidade e dependéncia
continua de solugdo com respeito ao parametro b? (Isto €, sob que
condicbes “o problema é bem posto"?
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Introdugdo

O que queremos estudar

Introdugdo: Ponto de vista algébrico

@ Mais perguntas:
(c) Sob que condi¢des o fato de haver solu¢do para um dado valor de
b = b, havera solucio também para b perto de b?
(d) Sob tais condigdes, o conjunto de solugdes associado a b perto de
b é “parecido’ com o conjunto de solu¢bes associado a b= b? Em
que sentido?
(e) Em que sitagBes tem-se existéncia, unicidade e dependéncia
continua de solugdo com respeito ao parametro b? (Isto €, sob que
condicbes “o problema é bem posto"?

@ Nesta parte da disciplina discutiremos essas questdes e
apresentaremos os principais resultados sobre o assunto.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Injetora
Teorema da Fungdo Injetora - Enunciado

caracter “local”:

f(x,y) =(e*x cos y, eAx sen y, 0)
Teorema 1.
(Teorema da Funcao Injetora) ET——
o f:Q=0Q°CRP — RY declasse C!; preservacao de
compacidade e

o X ey conexidade

e Df(X) : RP — RY injetora.
Entdo existe 6 > 0 tal que

. 35[7] C Q;

e f|gsx - Bs[x] — RY € injetora;

f(x,y) = (x,y,0) Im f é um plano.

o Ainversa da induzida f = f|g,js : [BSR] — f(Bs[x]) €
continua
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Introdugdo

Teorema da Funcao Injetora

Teorema da Fung3o Injetora - Informagdes sobre o sistema (1)

e Note das hipdteses decorre que p < q.
e Pondo b = f(X), o teorema informa, sobre o sistema (1):

Em Bs[x] ha unicidade de solugdo x; no caso em que
b = b = f(X) (portanto, temos existéncia e unicidade
nesse caso, pois X =X ),

Se b variar pouco na imagem de f, continua a existir
uma unica solugdo x, em B;s[x], e ela depende conti-
nuamente de b.

e Nas hipdteses, se b, — b em f(B;[x]) ent3o

Xp, = X5 = X.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Injetora

Teorema da Fungdo Injetora - Uma pergunta interessante...

e Uma pergunta aparentemente natural é se nas condi¢es
do teorema, “a inversa de f seria diferencidvel em f(X) (e,
quem sabe, C!1) mas essa pergunta nem faz sentido a B
menos que ¥ = f(X) seja um ponto interior da imagem de f.

Por outro lado, se ela for diferencidvel resulta que:

f o f~1é aidentidade e portando, pela regra da cadeia
teriamos Df(X) o D(f~1)(y) = DF(f1)(¥) o D(F 1)(7) = |
e portando Df(X) seria inversivel e D(f~1)(y) seria sua
inversa.
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Introdugao

Teorema da Funcdo Sobrejetora

Teorema da Fung&do Sobrejetora - Enunciado

caracter “local”:

f(x,y,2) =(e*x cos y, eAx sen y)

Teorema 2.

(Teorema da Funcdo Sobrejetora) Co:(t;?fﬁ;jplo
o f:Q=20Q°CRP — RY de classe C!; AEEITE
exc
e Df(X) : RP — RY sobrejetora.

Entado existem m > 0 e o > 0 tais que o]

« BRIEGINC 1 (B4[x])-

A nao quadrada
AB =1
CA=1
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Introdugdo

Teorema da Funcgao Sobrejetora

Teorema da Fungdo Sobrejetora - Informagdes sobre o sistema (1)

e Note das hipdteses decorre que p > q.

e O teorema responde que:

Para qualquer b na bola B [f(X)] o sistema (1) tem
solu¢do na bola B,[x] (respondendo sobre existéncia de
solucdo quando o pardmetro b estd perto de b = f(X)).

Mais ainda, ha uma certa continuidade: para 0 < g < a,

vale uma conclusdo aniloga.

Assim, se b sofre uma pequena perturbacio desprezivel as

solu¢des (que podem ndo ser tnicas) x, em B, [X] resultam
aproximacoes de X com perturbacoes também despreziveis
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Introdugdo

Teorema da Funcao Aberta

Teorema da Fung¢do Aberta - Enunciado

caracter “global”:
f(x,y,2) =(e*x cos y, eAx sen y)

Teorema 3.

(Teorema da Funcdo Aberta)
o f:Q=0Q°CRP— RY de classe C!;
e Df(x) : RP — RY sobrejetora, Vx € Q.

Ent3o:

e G C Q aberto = f(G) C RY aberto.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Aberta

Teorema da Fung¢do Aberta - Comentdrios

e Note das hipdteses decorre que p > q.

e O teorema fala de uma propriedade valida para funcdes
continuas com inversa continua, mas no caso, f pode nem
sequer ser inversivel.
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Teorema da Funcao Inversa

Teorema da Fungdo Inversa - Enunciado

caracter “local’:
f(x,y) =(e*x cos y, e*x sen y)

f: RA2 —> RA2
que leve cada
circunferéncia
num quadrado
nao pode ser
difeomorfismo.

Teorema 4.
(Teorema da Funcdo Inversa)
o f:Q=20Q°CRP — RP de classe C!;
exc
e Df(X) : RP — RP bijjetora.

Entdo existe U C Q2 vizinhanca aberta de x tal que

e V = f(U) € vizinhanga aberta de f(x);

e A induzida f = fly: U — V € bijetora com inversa
continua.

e Mais: g = f1:V = U éde classe C! e

Dg(y) = [Df (g(y))] *, Wy € V.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Inversa

Teorema da Fun¢3o Inversa - Informagdes sobre o sistema (1)

e Note das hipdteses consideramos que “p = q". Isso porqué
para ter Df(X) bijetora, é o dnico caso.

e O teorema junta as consequéncias dos teoremas da Funcdo
Injetora e da Funcdo Sobrejetora, garantindo assim existéncia
e unicidade de solu¢do x; numa vizinhanga conveniente U de
X para o sistema (1) se b estiver em V = f(U), e que xp
depende continuamente de b nessa situagao.

e O teorema diz mais (com o auxilio do Teorema da Fungio
Aberta, V = f(U) é aberto): diz que a fungdo

be Vi xp € U éde classe Ct, e fornece sua diferencial em
cada ponto!
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

O que queremos estudar - Ponto de vista algébrico

@ Queremos estudar um sistema n3o linear de g equacdes a p+ g
incdnitas:
(X, s Xp V1,2, Yq) = b1
fo(X1s o Xps Y1, -5 Yg) = b2 ou f(x,y)=b. @)

fa(x1, - s Xp, Y15+ -+, ¥q) = bq

Aqui, podemos considerar f : 2 = Q° C RP x RP — RY, de classe cl.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

O que queremos estudar - Ponto de vista algébrico

@ Queremos estudar um sistema n3o linear de g equacdes a p+ g
incdnitas:

(X, s Xp V1,2, Yq) = b1
fo(X1s o Xps Y1, -5 Yg) = b2 ou f(x,y)=b. @)

fa(x1, - s Xp, Y15+ -+, ¥q) = bq
Aqui, podemos considerar f : 2 = Q° C RP x RP — RY, de classe cl.

@ Veja que o sistema (2) é um caso particular do sistema (1).
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

O que queremos estudar - Ponto de vista algébrico

@ Perguntas que queremos responder:

(a) Para um dado b = b € RY para o qual o sistema tenha uma
solu¢do (X,y) = (X1,- .., Xp, ¥1,---,¥q) € RP x R, como é o
conjunto de solugdes, pelo menos perto de (X,y)?
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

O que queremos estudar - Ponto de vista algébrico

@ Perguntas que queremos responder:

(a) Para um dado b = b € RY para o qual o sistema tenha uma
solu¢do (X,y) = (X1,- .., Xp, ¥1,---,¥q) € RP x R, como é o
conjunto de solugdes, pelo menos perto de (X,y)?

(b) Isto é, como é a curva de nivel b de f perto de (X,¥)?

@ N3o hd perda de generalidade em estudar o caso em que b = O.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

Teorema da Fun¢do Implicita - Enunciado

2 circunferéncias,
2 cilindros
Teorema 5. v
(Teorema da Funcdo Implicita) 1/2 Cone
o f:Q=0Q°CRPxRI— RY de classe C; 8
e (X,y) €
o f(X,y) =0,

e D)f(x,y) : R — RY bijetora

(onde Df (x,y)(u,v) = Df(x,y)(u,0) + Df (x,y)(0,v) = DfA(X,y)(u) + Dh(x,y)(v)).
Ent3o existem

e U C RP vizinhanga aberta de x e uma dnica funcdo®: U — R4

x = y=9d(x)

de classe C! tal que ®(X) =y e f(x,®(x)) =0,Vx € U.

e W C Q C RP x RY vizinhanga aberta de (X,y) tal que
(x,y) e W . XE€ U
fx,y)=0" "y =9o(x)

o Além disso, D:if(x,®(x)) + Dof (x, ¢(x))DP(x) = O,Vx € U.
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Introdugdo

Teorema da Funcao Implicita

Teorema da Fungdo Implicita - Informagdes sobre o sistema (2)

e Note que podemos dizer que perto de (X,y), o conjunto
Z(f) é grafico de uma fungdo CI.
e Note que usando X na (ltima igualdade obtemos

Dif(5y) + D2f(5)Do(x) = O,
permitindo calcular T(xy)(Z(f)).
e Note das hipdteses consideramos que separamos as ultimas
coordenadas de (x,y) € RPT9 = RP x RY para podermos
falar em Dof(X,y) ser bijetora de R? em RY. Poderiamos
substituir a hipdtese por “Df(Z) sobrejetora”, mas nesse
caso ndo poderiamos usar a facilidade de escrever Z = (X, y),
e a notagao seria mais complicada. Mas o resultado
“correspondente” continuaria vélido.
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