Vorticidade



1)Equacao de Transporte da Vorticidade

A equagao de Navier-Stokes para um escoamento incompressivel
pode ser escrita:
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Podemos tambeém exprimir a aceleragdo de uma forma alternativa:

'j+c?)><ﬁ (1.2)



Lembrando que a aceleracdao da gravidade pode ser escrita na forma de
um gradiente de um potencial:

g=V(-gz) (1.3)

Para um escoamento incompressivel, a equacgao (1.1) resulta:
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Se fizermos o rotacional da equacao (1.4):
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O rotacional do gradiente de um escalar ¢ nulo, € temos que V xii = @.

Para o termo V x(@xii), podemos aplicar a seguinte propriedade,
verificavel atraveés de analise tensorial:

Vx(axb)=a(Vh)-(a.V)b+(b.V)i-b(V.a) (1.6)
Resulta:

Vx(@xii)=&(V.i)—(&.V)i+(i.V)o—i(V.d) (1.7)



Temos que V.@=V.(V xii)=0 (o divergente do rotacional de um vetor é
sempre nulo), e para um escoamento incompressivel, V.ii=0. Logo, a
equacao de Navier-Stokes fica:

(Z—j}+(ﬁ.V)a§=(a§.V)ﬁ+vV25) (1.8)
Essa é a equacdo de transporte da vorticidade. O termo (@.V)ii é o

chamado termo de estiramento de vortices (vortex stretching), €
corresponde a uma fonte de vorticidade que ocorre quando um vortice €
estirado pelos gradientes de velocidade.
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Na figura, temos um trecho de um vortice sendo estirado pelo gradiente
de velocidade, entre os instantes ¢ e t+At.



Como o vortice € um filamento material, por conservagao do volume

o estiramento AL vai estar relacionado com uma diminuicao de
diametro, assim D,<D;. Mas, por conservacdo de momento angular, a
vorticidade ( que esta relacionada com uma velocidade de rotacdo ) vai
aumentar, de modo que ,>w;. Note que, pela figura, nio s6 a
vorticidade aumenta, mas ocorre um efeito de distribuicdo entre as
componentes, pois um vortice que tinha seu eixo transversal a dire¢ao da
velocidade passou a ter componente na propria diregcdao da velocidade.

Também ¢ interessante notar que, para problemas bidimensionais, o
termo de estiramento de vortice € nulo:

(&.V )i = wzi (ui+v7)=0 (1.9)
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Isto significa que métodos que implicam em simulacdo direta da
turbuléncia (Direct Numerical Simulation ou DNS) ou métodos que
resolvem pelo menos as maiores estruturas turbulentas (Large Eddy
Simulation ou LES) necessariamente devem ser utilizados com
simulacoes tridimensionais, pois escoamentos turbulentos sdo altamente
tridimensionais € o fendmeno de estiramento de vortices ¢ fundamental
na compreensdo do fenomeno de cascata de energia pelo qual a energia
cinetica € transferida entre as varias escalas de vortices turbulentos.

Para um escoamento bidimensional:

(1.10)



Muitos metodos de resolugcao de escoamentos bidimensionais acoplam a
solucdao da equacgao (1.10) com a solucdo de uma equacdao de Poisson
para a fun¢ao de corrente:
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Que permite a obten¢ao das velocidades atravées de:

W =Y. = ¥ (1.12)



2)Teorema de Stokes e Circulacao

Se imaginarmos um elemento retangular dxdy e fizermos a integral de
linha do vetor da velocidade ao longo do perimetro, seguindo o

perimetro num sentido anti-horario, e chamando essa integral de I";

= {i.dl=|a.d+ [id.d+ [i.d+ |i.d (2.1)
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Se conhecermos a velocidade e seus gradientes no centro do elemento,
podemos obter as velocidades nos centroides dos lados do elemento
dxdy. Aproximando a velocidade média em cada lado pela velocidade
em seu centroide, temos:
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Substituindo todos esses resultados na equacao (2.1):

= w.dfz
ABCDA

OV _ 0 e dy (2.6)
ox Oy

Note que I € 1gual a vorticidade na direcao z, ou seja, na dire¢ao normal
ao elemento de area dxdy, com a normal apontando na direcao do
observador:

= {i.dl =o dxdy=@d.iidA (2.7)
ABCDA
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Suponha agora que temos uma curva material C no espago, € que
essa curva tem um diafragma qualquer que vamos chamar de S. Esse
diafragma pode ser subdividido em N elementos retangulares dA. Se
fizermos a somatoria das integrais de I' sobre todos os N elementos
retangulares, teremos:

Zr Z fii.dl %@ﬁ dy=|&.7idA (2.8)
j=1 S
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Porém, ao fazermos a somatoria das integrais de linha i .d![ , cada trecho

sera percorrido duas vezes se um dado trecho for compartilhado por dois
clementos de area, e percorrido em sentidos diferentes em cada um
desse elementos, o que significa que a somatoria de todas as integrais
i .dl resultara nula, exceto pelos trechos localizados exatamente sobre a

curva C, que sao percorridos uma uUnica vez. Isso significa que a
equacao (2.8) fica:

>r=y  {iu.dl=fidl =|ad.5dA (2.9)
' C S

Chegamos entdo a forma final do Teorema de Stokes:



c = piidl =| .7 dA (2.10)
C S

Chamamos I'¢ de circulacdo do vetor da velocidade sobre a curva C.
Podemos dizer que:

“A circulacao do vetor da velocidade sobre uma curva C que tem por
diafragma uma superficie § ¢ 1gual ao fluxo do vetor da vorticidade
através da superficie S. Ao fazermos a integral de linha #.dl a curva C
tem que ser percorrida num sentido anti-horario se os vetores normais
aos eclementos de area dA da superficie apontarem na direcdo do
observador.”



3)Intensidade de um Vortice

Se tivermos um filete de vortice no espago ( um filete cuja superficie
¢ formada por linhas que tangenciam os vetores da vorticidade ) e
tomarmos um elemento volumeétrico V desse filete, teremos:

[Vaodv=|anda (3.1)
V S

Porém, como o campo de vorticidade é solenoidal (V.@=0), a integral
do lado esquerdo da equacgao (3.1) € nula. Na integral do lado direito, as
unicas superficies onde o produto escalar @w.7i ¢ n3o nulo s3o as
superficies S; € S,, pois sobre a superficie lateral 2 qualquer normal sera
sempre ortogonal aos vetores da vorticidade. Assim:
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|@7idA= [@.7 dA+ [@.diydA=0 (3.2)
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Ou seja
| @4, dA=— [ @iy dA= [ @(- i, )dA (3.3)
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Mas os versores 7; € —7i, apontam na dire¢do de um observador que
enxerga as curvas C; ¢ C; num sentido anti-horario. Assim:



Fl :Fz (34)

Esse resultado significa que o fluxo do vetor da vorticidade, € constante
ao longo do comprimento de um filete de vortices, ou seja, a intensidade
(ou circulagdo) de um filete de vortices ¢ constante ao longo de seu
comprimento.



4)Teorema de Kelvin

Seja C uma curva fechada material qualquer, movendo-se com o fluido
em um escoamento barotropico. A variagdo temporal da circulagdo
sobre a curva C ¢ dada por:

XD fia §_ i + 7. 2D @)
C

Dt

Se nao tivermos forgas viscosas sobre a curva, da equagao de Euler:

Dii 1
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Considerando que a aceleracdo da gravidade deriva de um potencial:
g=V(-gz) (4.4)
Sendo o escoamento barotropico:

lvp:v/f com f=| larp (4.5)
p p

Assim:

V(f +gz) (4.6)



Substituindo na equacgao (4.1):

D(dl)
Dt

Pl {[V(f+g)dl + i (4.7)
C
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Mas a primeira integral ¢ nula, pois o produto escalar do gradiente de
uma grandeza por um vetor elementar resulta uma diferenca dessa
grandeza entre os pontos extremos desse vetor elementar. Se essas
diferencas sdao integradas sobre uma curva fechada o resultado da
integral sera nulo pois somaremos um conjunto de diferencas relativo a
um conjunto de pontos que comeca € termina na mesma posi¢ao:



fIV(f+gz)].dl =fd(f+gz)=0 (4.8)

Assim:

dl)
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C

Por outro lado, se temos ao longo do vetor elementar dl uma
variacao de velocidade Aii, esse vetor sofrera, ao longo de um intervalo

At, uma deformacio Adl =Aii.At. Assim:



D(dl) _ ... Adl _ (4.10)

Dt At—0 At

Logo:



§L’i dl) fﬁudu §udu+udu+wdw §d(u2] 0 (4.10)
C C C

Esse ultimo resultado € nulo porque mais uma vez estamos somando
diferencas de uma variavel (energia cinetica) sobre uma curva fechada,
ou seja, que comeca € termina na mesma posicao. Como a energia

cinética ¢ uma funcao de posi¢cao, o resultado dessa integracao ¢ nulo.
Assim;

Dr

=0 4.11
Dy (4.11)



Ou seja, num escoamento barotropico, a circulagcdao sobre uma curva
material fechada serd constante desde que as forgas viscosas sejam
despreziveis sobre essa curva. O teorema de Kelvin € usado para ilustrar
o surgimento da sustentacdo em um aerofdlio e para relacionar essa
sustentagdo com o vortice de partida (starting vortex) € com o teorema
de Kutta-Joukowski. Se iniciarmos impulsivamente a partir do repouso
um escoamento de velocidade U ao redor de um aerofdlio, a circulagao
sobre o circuito ABCDEFA sera nula ( pois o fluido em repouso esta
livre de vorticidade), ¢ se manterd nula ao longo do tempo. Porém, por
efeito da viscosidade (note que os circuitos usados passam longe do
aerofdlio, de forma a nao termos influéncia das forcas viscosas) um
vortice de partida (“starting vortex”) ¢ formado no bordo de fuga, com

circulagao anti-horaria (positiva) I'.



Temos uma circulacdo positiva sobre o circuito BCDEB. Para
manter nula a circulacdo sobre o circuito ABCDEFA, uma circulagao
negativa (horaria) -I'y, tem que aparecer no circuito ABEFA. Essa
circulacao sera devida a vorticidade na camada limite do aerofolio, e,
pelo Teorema de Kutta-Joukowski, teremos uma for¢ca de sustentacao L
por unidade de envergadura b dada por:

— pUT =pUT,, (4.12)
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S)Teoremas de Helmholtz

a) A intensidade (circulagdao) de um filamento de vortice permanece
constante ao longo de seu comprimento.

b) Um filamento de vortice ndo pode comecar ou terminar em um
ponto dentro do fluido. Filamentos de vortices tem que formar
circuitos fechados ou se estender até as fronteiras do escoamento.

c) Na auséncia de atrito viscoso, uma particula de fluido que faz parte
de um filamento de vortice continua a fazer parte de um filamento
de vortice e a intensidade desse filamento permanece constante
com o tempo.
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