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v' 1. Andlise de Componentes Principais (CP)
v 2. Escalonamento Multidimensional (CoP)
v 3. Andlise de Correspondéncia

v 4. Andlise Fatorial

v 5. Analise Discriminante (MANOVA)

= Andlise de Agrupamento «

= Analise de Correlacao Canonica



Analise de Agrupamento



Analise Multivariada de Dados
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= Formacao de grupos de unidades amostrais = aqgrupamento de observacoes
= grupos homegéneos internamente e heterogéneos externamente

= |dentificar similaridades entre Variaveis = agrupamento de variaveis

ANALISE DE AGRUPAMENTO (Cluster)



MOTIVACAO

Caes pre-historicos da Tailandia (Manly, 2005).

Grupo X1 X2 X3 X4 X5 X6
G1 9.7 21.0 194 7.7 32.0 36.5
G2 8.1 16.7 18.3 7 30.3 32.9
G3 13.5 27.3 26.8 10.6 41.9 48.1
G4 11.5 24.3 24.5 9.3 40.0 44.6
G5 10.7 23.5 21.4 8.5 28.8 37.6
G6 9.6 22.6 21.1 8.3 344 43.1

Cao Pré-h 10.3 22.1 19.1 8.1 32.2 35.0
D: Euclidiana

Matrizes de Disténcia //

1 2 3 4 5 6 7
1 0O 6.21 18.70 13.13 4.83 7.43 2.03
2 6.01 O 24.34 18.55 9.44 12.94 6.62
3 18.67 24.31 O 5.99 18.38 12.50 19.20
4 13.10 18.52 5.94 O 13.64 7.26 13.78
5 4.64 9.44 18.35 13.62 O 7.98 5.09
6 6.78 12.55 11.89 6.48 7.36 0 8.67
7 0.70 5.87 19.11 13.61 4.21 7.22 O

— =D

Representacdo das observacdes em R?: solucbes
equivalents de Componentes Principais e
Escalonamento Multidimensional

Coord.Principais:
Y, Y,
1 -4.76 -0.28
2 -10.23 -2.78
3 13.90 0.18
4 8.26 -1.68
5 -3.98 4.29
6 2.01 0.00
7 =-5.21 0.26
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Analise de Agrupamentos

Escalonamento Multidimensional N
o Analise de Agrupamento
Coordenadas Principais
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Como estes agrupamentos foram formados?
Ambas as analises foram realizadas a partir da matriz de distancias
(Euclidiana) entre as observacoes.




Analise de Agrupamentos

Etapas da Aplicacao de uma Analise de Agrupamento:

Escolha do Critério_de Parecenca: adotar uma medida de distancia (ou
proximidade) entre pontos (uso de variaveis originais ou padronizadas).

Definicdo do Numero _de Grupos: deciséo a priori ou a posteriori (com base
nos resultados da analise)

Formacao dos grupos: definir o algoritmo de formacao dos grupos.

Validacdo do Agrupamento: € comum supor que cada grupo seja uma
amostra aleatéria de uma subpopulacdo e aplicar técnicas inferenciais
(comparacbes de médias dos grupos, por ex.). Algumas técnicas descritivas
também sdo usadas (correlacdo cofenética e grafico da silhueta).

Interpretacdo _dos grupos: caracterizar 0s grupos por meio de estatisticas
descritivas e graficos (radar, perfis de médias)




Analise de Agrupamentos

Medidas de Parecenca

» Medidas de Similaridade (Correlacédo): quanto maior o valor, maior a semelhanca
entre os objetos.

» Medidas de Dissimilaridade (Distancia): quanto maior o valor, mais diferentes sao
0S objetos.

\ariaveis quant\tat\vas

d, = \/(Yi -Y, )' (Y. =Y, )= \/Zp:(Yi,— _ij)z Distancia Euclidiana entre observacdes

j=1

p
diﬁ\ = Z‘Yu —Yyi Distancia de Manhatan (quarteirao)
ji=1

P m
dy = “\“/Z‘Yij _ij‘ ;m=1  Distancia de Minkowsky (mais geral)

=1



Analise de Agrupamentos

Medidas de Parecenca

= Variaveis Quantitativas: pode-se utilizar o coeficiente de correlagcdo de Pearson como
medida de parecenca entre pares de unidades amostrais = quanto mais proximo de
1 (ou -1) maior a similaridade e quanto mais proximo de 0 maior a dissimilaridade.

= Transformar a correlacdo em uma medida de dissimilaridade

di = (rii + 1 — 25 )1/2

= Nem sempre € possivel adotar a correlacdo como medida de parecenca entre
“‘unidades amostrais” (Ex. Considere o grafico de dispersao de duas obs.)

= O coeficiente de correlagao r € comumente usado como medida de “parecenga”
entre variaveis (e nao entre unidades amostrais)

= A correlacao valoriza padrdes de forma (tendéncias) e a distancia valoriza mais
padrdes de tamanho



Analise de Agrupamentos

Algoritmos de Agrupamento

» Métodos Hierarquicos Aglomerativos: 0s agrupamentos hierarquicos
partem dos objetos individuais (n) para a formacéo de um unico grupo.

» Método do Vizinho mais Proximo/Perto (Ligacao Simples)

» Método do Vizinho mais Distante/Longe (Ligacao Completa)
» Método das Médias das Distancias (Ligacdo Média)

» Método da Centroide

 Método de Ward

» Metodos de Particdo: os agrupamentos nao hierarquicos buscam a
particao de n objetos em K grupos.

* Algoritmo das K-Médias



Analise de Agrupamentos

Algoritmos de Agrupamentos Hierarquicos

Método do Vizinho mais Distante (Ligacdo Completa ou Distancia Maxima);
a distancia entre os grupos G, e G, e dada pela maior distancia entre os
elementos de cada grupo

d(G,,G,)= max d, = Formagrupos de alta
1€Gy . keG, homogeneidade interna

Método do Vizinho mais Perto (Ligacdo Simples ou Distancia Minima): a
distancia entre os grupos G, e G, é dada pela menor distancia entre os
elementos de cada grupo

d(Gl’Gz)_ min d, = Pode néo distinguir grupos

<G, keG, pobremente separados

Método das Médias das Distancias (Ligacdo Meédia): a distancia entre
0S grupos € obtida pelo calculo da média das distancias entre os elementos

de cada grupo d.
~ Z; ik
d(G,,G,)= T
i 'k




Algoritmos Hierarquicos

Distancia entre Grupos

Ligacao Simples

d(Gsz): d24

Ligacdo Média

d13 + d14 + dl5 + d23 + d24 + d25

d(Gl’GZ): 6
\

2X3

Ligacao Completa

d(Gl’GZ): d15



Algoritmos Hierarguicos

» Metodo da Centroide; este método define a coordenada de cada grupo
como sendo a media das coordenadas de seus elementos. Uma vez obtida
esta coordenada comum (denominada centrdide) a distancia entre o0s
grupos G, e G, é dada pela distancia entre as centroéides.

Gl G2
I'/,,. ,’// [ ) 3
= ' 04

*— -



Analise de Agrupamento — Dados dos Caes

Height

Height
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Estabelecer um
ponto de corte
(no eixo y) para
a formacéo de
grupos!

Neste caso, 2
grupos.



Algoritmos Hierarguicos

= Metodo de Ward: e atraente pelo forte apelo estatistico envolvido. Busca
formar grupos com maxima homogeneidade interna (DENTRO) e maxima
heterogeneidade externa (ENTRE). O procedimento baseia-se na decomposicao
da Soma de Quadrados Total de uma Analise de Variancia (ANOVA).

Considere a formacao de L grupos de observacdes por meio de valores da
variavel Y1.

Y1 Como particionar a
Gl G2 GL soma de quadrados
- - - total em componentes

i i @ - de variabilidade
- - ENTRE e DENTRO de

- grupos?




Algoritmos Hierarguicos

G1 G2 .. GL
) T @ ) p =1 variavel!

__________
______________________________________________________________________________________________

@ I-1 i<G, I-1 -1 i<G,
Método de Ward = Minimizar SQD (soma de quadrados dentro) e
maximizar SQE (soma de quadrados entre)



Algoritmos Hierarguicos

Método de Ward: Para considerar as ( p variaveis simultaneamente

define-se a Soma de Quadrados (Dentro) da Particao como:

SQDP = SQD(j)

Procedimento:

= Passo 1: Calcular SQDP para os possiveis (n-1) grupos distintos e selecionar o
agrupamento com a menor SQDP (3C))

= Passo 2: Calcular SQDP para os possiveis (n-2) grupos distintos (fixada a uniao
obtida no Passo 1) e selecionar o agrupamento com a menor SQDP

= Os proximos passos consistem na formacéao de (n-3), (n-4),...,1 grupos,
selecionando-se sempre 0 agrupamento com menor SQDP

= O numero de grupos é definido em funcao dos saltos em cada passo.



Analise de Agrupamentos — Dados dos Caes

Dendrograma - Dados dos caes
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O cao C6 deve pertencer
a qual agrupamento?

No R, a funcéo
“hclust” oferece
dois algoritmos
diferentes que
iImplementam o
meétodo de Ward:
“ward.D” e
“ward.D2”

Escolher o que
oferecer melhor
interpretacao.
O gréfico das
Coordenadas
Principais pode
ajudar na
decisao!



Método das K-Médias

K-Means: Método de Particao (Nao-Hierarquico)

Passo 1: Formacao de uma particao inicial. Em geral, adota-se k
observacdes como sementes do algoritmo para formacao de k grupos.

Passo 2: Percorrer a lista de observactes e calcular as distancias de cada
uma delas ao CENTROIDE (médias) do grupo. Fazer a re-alocacéo da
observacao ao grupo em que ela apresentar menor distancia. Re-calcular
0s centroides dos grupos que ganharam e perderam observacoes.

Passo 3: Repetir o Passo 2 ate que nenhuma alteracdo seja feita.

Passo 4: Adotar uma funcéo objetivo e, em cada passo, calcular seu valor
para avaliacao da particdo. Identificar novas mudancas na formacao dos
grupos que possam otimizar ainda mais a funcao objetivo.

Funcdes objetivo mais comuns a serem minimizadas:
SQDP (Soma de Quadrados Dentro da Particéo)

Distancia Euclidiana ao quadrado das observacdes ao centroide



Método das K-Médias

ono®

Algoritmo de Lloyd (ou Forgy):

2
(e

e [istabelecer K observacoes como centroides iniciais dos grupos, de forma aleatoria.

e Atribuir cada uma das observacoes ao grupo cuja sua distancia em relacao ao centroide
é a menor, entre todos os K centroides calculados.

e Quando todas as observacgoes forem alocadas a algum grupo, recalcular os K centréides.

e Repetir os dois passos anteriores até que os centréides nao sofram mais alteragoes (ou até
um nimero maximo de iteragoes).

1. kinitial "means” (in this
case k=13) are randomly
generated within the data
domain (shown in color).

2k clusters are created by 3. The centroid of each ofthe 4. Steps 2 and 3 are repeated
associating every observation & dlusters becomes the new until convergence has been
with the nearest mean. The mean. reached.

partitions here represent the

Voronoi diagram generated by

the means



Método das K-Médias

Algoritmo de Hartigan Wong (1979): X de{a\)\\)

e Fazer uma particao aleatoria inicial das n observacoes em K grupos.

e Selecionar uma observacgao, de forma aleatoria, remové-la do seu grupo e recalcular o
respectivo centroide,

e Realocar a observacao removida em algum dos grupos, de forma a minimizar a quanti-
dade D. Recalcular o respectivo centréide.

e Repetir os dois passos anteriores até a convergeéncia da [J, que ¢ necessariamente decres-
cente nesse processo.

Procedimento K-Médias++ (Arthur e Vassilvitskii, 2007): selecao alternativa
das sementes na particio inicial, de forma a garantir maior “espalhamento”
dos grupos formados




Metodo das Particoes: K-Médias

Dados dos Caes

Grupos (K=2) - Algorithm "Hartigan-Wong"
Cl C2 C3 C4 C5 Coe C7
2 2 1 1 2 2 2

Tamanho dos Grupos: 2 5

Centrdéides dos grupos por variavel
X1 X2 X3 X4 X5 X6

1 12.50 25.80 25.65 9.95 40.95 46.35

2 9.68 21.18 19.86 7.92 31.54 37.02

Soma de Quadrados QTotal: 481.72
Soma de Quadrados Dentro de Grupos: 17.920 117.316
Soma de Quadrados Entre Grupos: 346.484 SQE / SQTotal = 71.9%

Algoritmo “Lloyd”:
Cl C2 C3 C4 C5 Co C7
11 2 2 1 2 1 SQE / SQTotal = 71.4%




Metodo das Particoes: K-Médias

K-means - Hartigan-Wong
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Analise de Agrupamento

Medidas biomeétricas (mm) de Pardais fémea

(Manly, 2005; Hermon Bumps, 1898).

Pardal Sobrev. X1 X2 X3 X4 X5
1 S 156 245 31.6 18.5 20.5
21 S 159 236 31. 18.0 21.5
22 N 155 240 31.4 18.0 20.7
49 N 164 248 32.3 18.8 20.9
Escalonamento Multidimensional
m 0 .
Como os grupos de pardais Sobreviventes 12, .
(=0) e Nao Sobreviventes (=1) podem ser ..
preditos? = Analise Discriminante - . .
As variaveis biométricas (X1 a X5) S T : ‘
permitem a classificacao dos pardais em . .,
Sobreviventes (=0) e Ndo Sobreviventes ] ’ ..
(=1)? = Andlise de Agrupamento (k=2) e A .’
obtengao da matriz de classificacéo | .
-1IO I5 E; 5I 1|0




Analise de Agrupamento

Height
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Dendrograma - Dados dos pardais
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Algoritmo k-Means
Lloyd
Pred
grup 1 2
0 13 8
1 12 16
scorreta: 59.2

pardais
Ward.D2 - Dist. Euclidiana

Algoritmo k-Means
Hartigan-Wong

Pred
grup 1 2
0 13 8
1 12 16

$correta: 59.2

Pred

grup 1 2

0 21 O
112 16
%correta: 75.5

Algoritmo kNN (6)

'

K-Vizinhos mais Préximos

Pred

true 0 1

0 13 8

1 10 18
%correta: 63.3




M

etodo de k Vizinhos mais Proximos - KNN

E uma Técnica de Predicdo na qual para qualquer ponto Y que desejamos
predizer, € construida uma “vizinhanga” com os k pontos mais proximos de Y, e
entdo uma media desses pontos é tomada como estimativa.

KNN é um dos algoritmos, dentre muitos, utilizado para predizer Y.
De maneira geral, problemas de Predicdo podem ser divididos em Y como variavel

continua ou categorica, sendo que, independentemente da classificacédo de Y, a
funcao de predicdo € baseada na Esperanca Condicional de Y dado Preditores X:

Y categorico (binario): f (X) = P(Y =1| X = X) = E(Y | X = x)

Y continuo: fox (X)=E(Y X =x)

Em geral, o valor esperado da funcéo de predicdo € obtido por minimizar a
distancia esperada entre o preditor e Y:

res — E((Y—Y)2 X :x)



Método de k Vizinhos mais Proximos - KNN

= Problemas de Predicdo tém sido abordados sob a denominacao de “Machine
Learning”. Algoritmos baseados no ajuste de modelos de regressao bem como no
método kNN sao bastante utilizados nessa area para finalidade de predicéo.

f (X, %)=E(Y[X,=x,X,=X,)

Exemplo de funcao de predicao
simulada (Irizarry e Love, 2015, tal que:

E(Y |x,X,)>0.5— Grupo 1 (vermelho)
E(Y|x,X,)<0.5— Grupo 2 (azul)

O algoritmo kNN encontra a funcao de
predicao em um problema de predicao
por meio do ajuste de curvas suavizadas
(do tipo Loess).




Método de k Vizinhos mais Proximos - KNN

Escalonamento Multidimensional K-Means-LLoyd nNKK(6)
[} b . .
i Bl . . . . . o . .
- L ] - N - - . » .
o™ L L ] *
¢ > L] - . . . ' * - -
— - — L
ﬁ * . ° L] ) - . - . N » * -
= o . . .t . Q . e . ® . 2 . ., C .
L ] [ ] - *
-» . * . * . R - . . . ° . - . L
o~ * A ¢ - . .
. - . - R - . R .
* “ . M . o - ¢
[} *
» ' . . L] *
T - T T T T T | ‘ * | | | | | | | |
-10 5 0 5 10 10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
X2[1] X2[1] X2[1]
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Algoritmo k-Means
Lloyd
Pred
grup 1 2
0 13 8
1 12 16
scorreta: 59.2

Algoritmo kNN (6)
K-Vizinhos mais
Préximos
Pred

true 0 1

0 13 8

1 10 18
scorreta: ©3.3




Método de k Vizinhos mais Proximos - KNN

Dados dos Pardais
n=21+28=49

Amostra Treinamento e Teste

do algoritmo iguais

kNN (1)
Pred
true 0 1
0 21 O
1 0 28
$correta: 1.0

kNN (6)
Pred
true 0 1
0 12 9
1 9 19
%$correta: 55.1

kNN (49)
Pred
true 0 1
0O 0 21
1 0 28

$correta: 57.1

Validacao Cruzada

n=21+28=49

k=10 Folds (balanceados)

Fold |01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
5 5 5 5 5 4 5 5 5 5

kNN (6)
Amostra Treinamento Dados (-FoldO1l)
Amostra Teste Dados (FoldlO0)

Pred
true 0 1
00 2 Fold
1 01 [1] "1) error rate: 0.8"
[1] "2) error rate: 0.8"
[1] "3) error rate: 0.2"
[1] "4) error rate: 0.06"
[1] "5) error rate: 0.8"
[1] "6) error rate: 0.75"
[1] "7) error rate: 0.0"
[1] "8) error rate: 0.06"
[1] "9) error rate: 0.8"
[1] "10) error rate: 0.06"



Método de k Vizinhos mais Proximos - kNN

kNN (1) kNN (2) kNN (49)

| k=1

Validag¢ao Cruzada
n=21+28=49
k=10 Folds (balanceados)
Fold 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
5 5 5 5 5 4 5 5 5 5

k=1,..,10

| k=1

Dados dos Pardais

Amostra Treinamento Dados (-Fold(k))
Amostra Teste Dados (Fold(k))
%$Classificacao errada

Média da %Classificacdo errada

l k=k+1

res

Taxa de erro média: KNN

040 045 050 055 060 065 070
!

ks

l k=k+1

K=47
%Meédia Erro classificacdo=0.405




Analise de Agrupamento
Aplicacao: Heatmap

Color Key ]
istogra Dados dos Pardais
Ew J“ Representacéo
S T simultdnea das unidades
P e r—‘ amostrais e das variaveis

Agrupamento hierarquico
(Ligacao Completa) das
unidades amostrais e das
variaveis.

i

As distancias Eucludianas
definem as cores.

As variaveis X1 e X2 mais
discriminam 0s grupos
formados, 0s quais sao
homogéneos para as
variaveis X3,X4 e Xb5.

X1
X2




Analise de Agrupamento
Aplicacao: Heatmap

Color Key

a Dados dos Pardais
° “ Agrupamento hierarquico

-2 0 2 . ~

Column Z-Score (L|_ga(}3-0 Completa) da.S
unidades amostrais e das

variaveis.

Os escores z das colunas
definem as cores.

Para todas as variaveis,
supondo a formacéo de
dois grupos, o primeiro é
caracterizado pelos
maiores valores do
escorez para todas as
variaveis.




Analise de Agrupamento
Aplicacao: Heatmap
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Heatmap created using the 40 most variable genes and the function heatmap.2.

_ Irizarry and Love (2015
Dados de expressao génica log-transformados (cores) Y ( )

Linhas: representacdo de 40 genes
Colunas: representacao de 189 amostras (tecidos cancerosos)




