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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exemplo: Oscilador hormonico amortecido

@ O oscilador harmonico amortecido pode ser descrito por:
0 + 2a0 + w?sinf = 0,

coma > 0ew? =g/l

@ Usando x; = 6 e xo = 0, ficamos com o sistema

dxi
dt
dx>
dt

= X2,

= —w? sin x| — 2ax;.

@ Os pontos fixos sdo [n, 0]
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exemplo (cont)

@ O jacobiano é

0 1
Df(x1,x;) = [ —w?cosx; —2a } '

@ Nos pontos fixos:

Df(mr,O):[ , 1]

—w cosnmt —2a

@ Para n par, cosnm = 1.

@ Para n impar, cosnm = —1.
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exemplo (cont)

@ Para n par:

—w? —2a-)\

e os autovalores sdo A = —a + Va? — w?.
@ Para n impar:

’ = ! ’:A(A+2a)+w2:0,

—A 1
w? —2a-—\

‘:)\(x\+2a)—w2:0,

e os autovalores sdo A = —a + va? + w?.

@ Os pontos fixos com n impar sdo sempre instaveis.

@ Os pontos fixos com n par sdo sempre estdveis e dependem da relacio
entre a € w:
o Se w < atemos dois autovalores reais negativos.
e Se w > a temos dois autovalores complexos conjugados com parte real
negativa.
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Classificacao

@ Quando a parte real de todos os autovalores do jacobiano em um ponto é
negativa, o ponto fixo é chamado um dreno (sink).

@ Quando a parte real de todos os autovalores do jacobiano em um ponto é
positiva, o ponto fixo é chamado um fonte (source).

@ Se pelo menos um dos autovalores tem parte real positiva e pelo menos
um tem parte real negativa, o ponto fixo € denominado uma sela (saddle).

Nota
Essa classificagdo se aplica a pontos fixos hiperbélicos, como fica claro.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-04-27 8/36



Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exemplo: Oscilador harmonico perturbado

@ Considere o sistema:

X1o= x+M(xd +13),
Xp = —x1+ )\Xg()c% +x%).

@ A origem (0, 0) € um ponto fixo.

@ O jacobiano na origem é:

@ Portanto os autovalores sdo:

—-A 1
-1 =X

}:)\2+1:O:>>\:j:i.
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exemplo (cont)

@ Como a parte real dos dois autovalores é zero, o ponto fixo é
nao-hiperbdlico.

e Portanto, a verificagdo dos autovalores do jacobiano nao € suficiente para
determinar estabilidade.

@ A distancia até a origem ¢ dada por x% + x% e ela varia com

d . .
E(x% + x5) = 2x1X] + 2x00% = 2A(x} + x3).

@ Entdo, se A < 0 a distancia até a origem decresce com o tempo e ela é
estavel. Se A > 0, a distAncia até a origem cresce com o tempo, e ela €
instavel.
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Orbitas fechadas e ciclos limite

@ Um conjunto de pontos é uma 6rbita fechada v do fluxo ¢, se, dados
quaisquer dois pontos X,y € v temos que

y = ©or(x),

para algum 7 > 0.

@ Definindo a distancia de um ponto x a uma 6rbita v, d(x, ) como a
menor distincia entre X e qualquer ponto y € v, uma 6rbita fechada v é
um ciclo limite se a trajetdria por um ponto X ¢  tende no limite a y:

lim d(pi(x), ) = 0.

t—00

@ Na vizinhanca de um ciclo limite ndo pode existir nenhuma outra 6rbita
fechada.
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Sistemas nao-lineares (continuac¢do)

Exercicio

Considerando o oscilador harménico perturbado:

X = xz—i-)\xl(x%—&-x%),
X = —X +)\X2(X%+X%)~

Exercicio

@ Plote os grificos de x; e x com ¢, partindo do estado inicial (1, 1) para
um valor de A menor que zero e outro maior que zero. [Vocé vai precisar
ajustar valores de )\, tempo total simulado e nimero de passos para
conseguir ver os resultados e evitar problemas numéricos. ]

© Desenhe o diagrama de fase desse sistema para os dois valores de A que
vocé usou acima.
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Estabilidade estrutural

Estabilidade estrutural

@ Vamos agora verificar a estabilidade a pequenas variacdes de um fluxo
préximo a um ponto fixo.

@ Para isso precisamos definir proximidade entre fluxos.
@ Seja V(U) o espago de todos os campos vetoriais f: U — U, U C R".
e Sef € V(U) entdo podemos definir

[1£llo = sup{|[£(x)]|},
xeu

como sendo a norma C° de V().

e A distancia C° entre os campos vetoriais f e g, ambos em V(IA) serd
entao:

do(f, g) = ||f — gllo.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-04-27 13/36



Estabilidade estrutural

Estabilidade estrutural (cont)

@ O problema € que a defini¢cdo anterior usa apenas os valores da funcéo, e
portanto nao garante que dois fluxos préximos de acordo com ela tenham
0 mesmo nimero de pontos fixos hiperbdlicos.

@ Para resolver esse problema, devemos incluir a derivada nas distincias.

@ Por exemplo, o distancia C! fica:
di(f,g) = SIGIB{Hf(X) —g(x)||, [|Df(x) — Dg(x)||}.

@ Dado f € V(U), definimos
Ne(f) ={y e V(UU) | d(f,g) < e},

chamada a vizinhanga-¢ de f.
e Uma g € N,(f) é dita e — C' préxima de f, ou também uma perturbacio
e—Cldef.
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Estabilidade estrutural

Estabilidade estrutural (cont)

@ Seja x* um ponto de equilibrio hiperbdlico do fluxo ¢, gerado pelo
campo vetorial f € V(U).

e Seja v C U uma vizinhanga de x*.

@ Se existe uma vizinhanca N (f) tal que g € N,(f) gera um fluxo com um
tinico ponto fixo y* € v tal que Df(x*) e Dg(y*) tém o mesmo niimero
de autovalores com partes real positivas e negativas, dizemos que o fluxo
¢ € localmente assintoticamente estdvel.
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Bifurcagio

Estabilidade de pontos fixos hiperbdlicos

e Seja uma familia de campos vetoriais f(x, 1) com x € & C R” com r
parametros pu € R'.

@ Se x* é um ponto fixo hiperbdlico de f para *, entdo os autovalores de
Df(x*, 1*) tém todos parte real diferente de zero.

e Do teorema da funcéo implicita, existe x(u) tal que, para p =~ p* temos

f(x(p), 1)) =0,

com x(p*) = x*.

@ Como os autovalores de Df(x(1), 1)) sdo continuos em , eles também
tém parte real diferente de zero com mesmo sinal que os de Df(x*, u*), e
portanto a mesma estabilidade.

@ Portanto, pontos fixos hiperbdlicos sao localmente estruturalmente
estdveis.
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Bifurcagio

Bifurcacao de no de sela (saddle node)

@ Considere o sistema
x = f(x, p) :M_x2'
@ Para u* = 0, x* = 0 é um ponto fixo.
@ A derivada sera:
af

a = (—2x)x:0 = 0,

x=0,u=0
e portanto o ponto fixo x* = 0 é ndo-hiperbdlico.
@ Os pontos fixos sdo:

fl,p) =0=x==x/p,

para i > 0.
@ Temos
af

Cix = (__zxﬁx::t\/ﬁ = q:2\/?2.

x==\/f,p
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Bifurcagio

Bifurcac¢ao de no de sela (cont)

@ Para i < 0 ndo hd nenhum ponto fixo.
@ Para = 0 surge um ponto fixo nao-hiperbdlico.

@ Para 1 > 0 temos dois pontos fixos, +./u € —,/u, sendo que o primeiro
é estdvel e o segundo instdvel.

@ Portanto ocorre uma bifurcagdo de n6 de sela em p* = 0.
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Bifurcagio

Bifurcacao de né de sela: condicoes

Para que ocorra uma bifurcac@o de n6 de sela no ponto x* com parimetro *

sd0 necessdrias as seguintes condigdes:
@ x* é um ponto fixo: f(x*, u*) = 0.
df

e Ele € ndo-hiperbdlico: =0.
X,

@ A derivada em relagdo a p € ndo-nula: %

£ 0.

k gk
AT

@ A derivada segunda em relagdo a x € ndo-nula: ==

d*f
dx?

#0.

*
ATLH
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Bifurcagio

Bifurcacao transcritica

@ Considere o sistema

k=[x, p) = px — 2%,

@ Para ;* = 0, x* = 0 é um ponto fixo.
@ A derivada serd
daf
- =(pr—2x)_o,-0=0,
dx x=0,u=0 (M X)X707M70

e portanto o ponto fixo x* = 0 é ndo-hiperbdlico.

@ Os pontos fixos f(x, ) =x(u—x) =0sdox =0ex = p.
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Bifurcagio

Bifurcacao transcritica (cont)

@ Temos
(1 =2%)g = 5
e

(1w — 2x)x:u = —L.
@ Para: 4 < 0x = 0 éestavel e x = p € instavel.
@ Para: ;4 = 0 x = 0 € um ponto fixo ndo-hiperbdlico.
@ Para: ;4 > 0 x = 0 éinstdvel e x = p € estavel.
@ Ocorre uma bifurcacdo transcritica no ponto x* = 0 em p* = 0.
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Bifurcagio

Bifurcacao transcritica: condicoes

Para que ocorra uma bifurcacfo transcritica no ponto x* com parametro p*

sd0 necessdrias as seguintes condi¢des:
e x* é um ponto fixo: f(x*, u*) = 0.

=0.

kK
X7,

@ Ele é nao-hiperbdlico: %

@ A derivada em relag@o a i € nula: j—i =0.

X,

. ~ , ~ 2¢
@ A derivada segunda em relagdo a x é ndo-nula: %

X5,

£0.
M*

. ~ 7z ~ 2 :
@ A derivada em relacdo a x e i é ndo-nula: A1
dxdp

*
R
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Bifurcagio

Bifurcacao de forcado (pitchfork)

@ Considere o sistema

k=fp) = px—x.

@ Para p* = 0, x* = 0 é um ponto fixo.
@ A derivada sera

df )
P I G e P

e portanto o ponto fixo x* = 0 é ndo-hiperbdlico.

@ Os pontos fixos f(x, ) = x(u —x*) = 0 s@ox = 0 e x = £ /z (para
= 0).
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Bifurcagio

Bifurcacao de forcado (cont)

@ Temos
(1= 3x2)x:0 =K
e

(b — 3x2)x::|:\/;7 = —2p.
@ Para: u < 0x = 0 é estavel e o tnico ponto fixo.
e Para: ;4 = 0 x = 0 é um ponto fixo nao-hiperbdlico.
@ Para: y > 0 x = 0 € instdvel e x = &, /1 s@o estéveis.
@ Ocorre uma bifurcacio de forcado no ponto x* = 0 em p* = 0.
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Bifurcagio

Bifurcacao de forcado: condicoes

Para que ocorra uma bifurcagdo de forcado no ponto x* com parametro p* sdo
necessarias as seguintes condicdes:
@ x* é um ponto fixo: f(x*, u*) = 0.

@ Ele € ndo-hiperbdlico: % =0.
X,

@ A derivada em relagdo a u € nula: % =0.

Xt

&f
dx?
&f
dxdp

=0.

Xt

@ A derivada segunda em relacdo a x é nula:

@ A derivada em relacdo a x e i é ndo-nula: #0.

X,

&f

@ A derivada terceira em relacdo a x € ndo-nula: 5

£0.

X5,
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Bifurcagio

Tabela resumo das condicoes de bifurcacao

f o df/dx df/du alzf/dx2 dzf/dxdu d3f/dx3
ndédesela | = = #0 #+0 — _
transcritica | = = =0 #0 £0 _
forcado = = =0 =0 £0 £0
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Exemplo

Conta deslizante em um anel rotatorio

@ Considere um anel de raio R rodando em torno de um de seus didmetros
com velocidade angular w.

@ O eixo de rotagdo é vertical, e a aceleracdo da gravidade € g.

@ Nesse anel estd presa uma conta de massa m que desliza sem atrito pelo
anel.

@ Designamos por x o dngulo em radianos entre a parte inferior do eixo de
rotagdo e o raio que liga o centro do anel até a conta.
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Exemplo

Modelo

@ O laplaciano do sistema é:

1 1
L(x,x) = EmRz)'c2 + Emsz2 sin® x + mgR cos x.

a(ony o
dt \ 0x )]  Ox

encontramos a equagio de movimento

@ Usando

. . g .
X = (JJZ SIN X COS X — E S x.

@ Usando x| = x e x, = x ficamos com o sistema:
).Cl = X2,
. 2 g .
Xy = |w“cosx; — = )sinx;.
R
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Exemplo

Pontos fixos

@ Os pontos fixos sdo dados pelas equagdes

X]ZXQZO

Xy = <w2 COSX] — %) sinx; = 0.
e Esta tltima equacao é valida quando
sinx; =0
ou quando
w? cos x| — g _ 0.
R

@ No sistema atual, sinx; = O parax; =0ex; = 7.
e Jaw? cosx; — % = 0 tem como solugdo

x| = * arccos %
w*R
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Jacobiano

Exemplo

@ Para o cédlculo do jacobiano, notamos:

@ Calculamos:

Gonzalo Travieso

X1 =filx1,0) = x
¥ =folx,x) = (w2 COSX| — %) sin x|
ano_,
dxy
@
dx,
d
dfl = w?(2cos’x; — 1) — %cosxl
df>
)
dX2
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Exemplo

Jacobiano (cont)

@ No ponto fixo (0,0):

@ Os autovalores sao

/\::I:Uwz—g.
R

e Sew? < £ o ponto fixo (0,0) é um centro (estdvel, mas ndo
assintoticamente estavel).

o Sew?” > £ o ponto fixo (0,0) ¢ instavel.

@ Portanto:
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Exemplo

Jacobiano (cont)

@ Nos ponto fixo (7, 0):
@ Os autovalores sdo

/ 8
A== 242,
w+R

e Portanto (7, 0) é sempre instdvel (um dos autovalores é maior que zero).
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Exemplo

Jacobiano (cont)

@ Nos pontos fixos (£ arccos 0):

g
w?R?

0 1

@ Os autovalores sdo

e Portanto:

o Sew? < £ (+arccos —§z,0) sdo instdveis.

o Sew? > £ (+arccos —%%,0) sdo centros (estavel, mas néo
assintoticamente estavel).
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Exemplo

Bifurcacao

2 _ 8.
Na passagem por w” = &:

e O ponto fixo (7, 0) é sempre instavel.
e O ponto fixo (0,0) passa de estdvel para instdvel.

@ Os pontos fixos (+ arccos 0) passam de instdveis para estaveis.

g

w2R’

@ Temos portanto uma bifurcacdo de forcado: O ponto fixo estavel que era
em x = 0 vira instdvel e surgem dois pontos fixos estaveis em

_ g
x = tarccos 3;
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Exemplo

Exercicio

Exercicio

Confirme o resultado anterior realizando a simulacao do sistema com conta
deslizante em anel rotatério para w? < g/R e para w> > g/R e comparando os
resultados.

Useg=10eR=1.
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