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As Equacoes de Campo de Einstein (ECE)

Conservacao do tensor de energia e momento

Tensor de energia e momento: interpretacao fisica

Exemplos de tensores de energia e momento

Leitura: Até o capitulo 4 do Carroll
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AS EQUACOES DE EINSTEIN

Matéria e curvatura estdo amarradas numa
dinamica auto-consistente,

determinada pelas Equacoes de Einstein




AULA 14 - 27/04/2020

NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Vamos comecar por uma analise dimensional simples.
Primeiramente, considere que a Constante de Newton é:

G 667410 kg om' s~

Também é util expressar a constante gravitacional k, definida como:

= 3G

T 20710 kod! M

K

Agora, vamos lembrar que o lado esquerdo das equacdes de
Einstein, é dado por uma curvatura:

G R, =R, ool +TI° =>[G ]zm_2
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O lado direito das equagodes, por outro lado, contém:
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NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Vamos olhar para a parte “dinamica" das equagoes:

G, =R, =R, — I +T7? « 0%g

uav

Portanto, as equacoes de Einstein nos dizem que:
gro il , ou equivalentemente , curvatura ~ k X (densidade)

Portanto, a relagao entre os campos (métrica) e as fontes (matéria) se dao em termos de equagdes de
22 ordem (no tempo e no espaco), tal como no Eletromagnetismo! Por exemplo:

EiA, a2l , onde o D'Alembertiano (operador da Eq. Onda) ¢ []=¢"D,D,=D"D,

Em outras palavras: as Equagdes de Einstein sao equacoes hiperbdlicas, ou seja, equacdes diferenciais
a derivadas parciais, de 22 ordem (9%g). (Porém, ao contrario das Equacées de Maxwell, as Equacées
de Einstein ndo sdo lineares nos campos!)

Matematicamente, isso significa que essas equacdes tém solucdes univocas que podem ser obtidas
por meio de solucoes de um problema “normais”, determinados através de condicées iniciais.

De um modo mais formal: para equacdes hiperbdlicas o problema de Cauchy pode ser resolvido
localmente, dado um conjunto de condicdes iniciais que contém apenas os valores dos campos (g) e

suas primeiras derivadas (dg) numa determinada regiao.
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NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Mas como a matéria afeta a métrica? Muito, ou pouco?...
o~k Xlp
Note que x = 2,07 X 107* kg=! m~! s?, ou seja: k é muito pequena!

Isso significa que é necessario muita matéria (e/ou matéria muito concentrada) para alterar
(“curvar”) um pouquinho a métrica. Lembre-se que, mesmo na superficie de um planeta ou estrela,

go=—1-20/c*~-1-0(10"""=10"") !
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NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

* Em particular, suponha que ndo temos nenhuma matéria, ou seja, vacuo, 7,, — 0. Nesse caso as
Equacdes de Campo de Einstein nos dizem que:

G,=0

127

* Isso é equivalente a dizer que:

i a e
R,=0 = R, =0
* Mas se todas as componentes do tensor de Riemann se anulam, entdo uma solugcao dessas equacoes
(em coordenadas cartesianas) é simplesmente a métrica de... Minkowski !

« Digamos que, num referencial y obtemos a métrica de Minkowski como solucdo das Equagdes de
Einstein. Note que, mesmo se efetuarmos uma transformacado de coordenadas para um referencial
arbitrario (que pode até ser aceleradol), ainda assim o tensor de Riemann vai se anular. Ou seja,
existem muitas (infinitas!) métricas relacionadas com a métrica de Minkowski, globalmente (em todo o
espago-tempo), por meio de uma transformacao:

| _ oy* ayf
Yokt g llis a8 [y]

* ox* dy® oy" dyﬂRy
% Oy’ Ox# oxe oxv  ™IP % dy’ ox* 0x° oxV

= R
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NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

A métrica de Minkowski é “Unica" enquanto solucao das Equacoes de Maxwell no vacuo?

Nao (num sentido mais “ingénuo”).

Digamos que, num referencial y obtemos a métrica de Minkowski como solucao das
Equacdes de Einstein. Note que, mesmo se efetuarmos uma transformacao de

coordenadas para um referencial arbitrario (que pode até ser aceleradol!), ainda assim o
tensor de Riemann vai se anular.

Ou seja, existem muitas (infinitas!) métricas que sao solugdes de vacuo das Equacdes de
Einstein.

Mas essas métricas sao, no fundo, a métrica de Minkowski, escrita num outro referencial,
através das transformacodes globais:

a

8yﬁ
ox* oxV

y =2 K . g//[y [x] — naﬂ [y] I}

5 ox”* ay* oy” 0yﬂR7’
= Oy’ ox# dx° oxv P

- ox* dy® oy" dyP

— R Ix] <
dy’ oxH 0x° oxY

Uov

Xy =1
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NATUREZA DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Finalmente, vamos voltar as equacoes de Einstein e considerar a consisténcia (ou
“integrabilidade”) dessas equacoes. Como comparacao, vamos novamente nos
recordar do Eletromagnetismo:

47
DaFa’u :TJ’M — DﬂDaFa'u —2 (0 Dﬂjﬂ =0

Na Relatividade Geral, temos que, pela Identidade de Bianchi:

Giel =il e DﬂG“”=O ; DMT“P‘:O

Mas de onde veio essa Ultima condicao?
Dol =0 “Conservacao de energia-momento"

Nesta aula vamos ver como o Tensor de Energia-momento surge naturalmente
quando promovemos a invaridncia por transformacées de coordenadas a uma
simetria fundamental — a simetria de Gauge das teorias covariantes da
gravitacao (dentro as quais se inclui a Relatividade Geral).
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LEIS DE CONSERVACAO

* Um dos conceitos mais profundos de toda a Fisica é a relacao entre

EMMY NOETHER
Mathematical Geni

Simetrias < Leis de Conservacao

conhecida como Teorema de Noether.
* Na Fisica “classica” (incl. Relatividade Restrita), temos, por exemplo:
Invaridncia por translacoes temporais <= Conservacao de Energia
Invariancia por translacdes espaciais < Conservacao de Momento

Invariancia por rotacoes <= Conservacao de Momento Angular




AULA 14 - 27/04/2020

LEIS DE CONSERVACAO

* Conservacao de energia de uma particula (nao-relativistica). Vamos comecar com a acao:

1
o [dtL(q, § . L=V

* Translagao temporal:

t = t+ 6t -

q(t) — q(t + or) = q(t) H g ot}+ ...

0q

g(1) = ¢(t + ot) =%(q(t)+q'5t+ L) =) +H|GSt+ G it ...

* Inserindo isso na acao e calculando a sua variacao, temos:

: ! oL b=
0S = |dtoL(q,q) = |dt | —6g +—0g
: g og

ealb A e
dt —d—q5t+q(q5t+q5t)
g | dq

RA d dv i
e e (2 s =—[dt'5t = 4| + (st
B (4%61) qq] Lo (¢%51).
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LEIS DE CONSERVACAO

 Portanto, pelo principio variacional temos que, na trajetéria fisica:

d | o
0=065S =—|dt— |V+—=47| ot
dt | 2.

1
. Definindo a energia E = 5512 + V', essa quantidade é conservada

se o sistema for invariante por uma translacao temporal 6t.

* O mesmo célculo pode ser feito para a acao de um sistema de
particulas em Minkowski, e o resultado é que:

invariancia por x* — x" + ox*

= invariancia do 4-momento, P/ = 2 s 2 m; U}
i l
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LEIS DE CONSERVACAO

* Vamos agora ver no que resulta essa mesma invariancia, mas agora num espaco-tempo
(“variedade”) qualquer.

* O que caracteriza uma variedade é a sua métrica, g,,. Sob uma translacdo geral, x — x' = x + ¢:
xG s x/()' — xG + 656 : 50 — 50[)(:]
a métrica se transforma como:

ox* oxP

ox'# ox'v

g/,w e g/jw = gaﬁ

* Equivalentemente, a métrica em componentes contravariantes se transforma como:

ox'* ox’"

ox® oxP

L

g/’”/ - g’/’t g(lﬂ

* Agora, lembre-se que £? é uma translagao, portanto g'* = g""*(x°) = g’"(x° + €£°) , e que:

- gM(x%) + eg™ £+ . = (88 + egh) <5g+ e(ffﬁ) o = (5555+5§e§fﬁ+5§e(§’,‘a+ ) g
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LEIS DE CONSERVACAO

* Portanto, obtivemos que:

gH(x%) 4 g™ £ = (555; + GelY, + Blelt, + ) o

g+ e <g”ﬁc§’jﬂ e g“”ff‘a> + ...

« Mas como €2’ = eo"’ + O(e?), até ordem primeira ordem em ¢ temos que:
,0 ,0

= Pl g Je (g”ﬂéfﬂ et = g”,”aé"> + ...

* Agora, use a relagao entre as derivadas da métrica e as conexdes, é facil mostrar que a expressao
acima pode ser expressa como:

=S N e (5”‘ -+ (S”;”) pat
s [Eor sinalinote quescomo-gife naio s o Eo el R L b ]

av 12

* Portanto, o resultado obtido acima mostra que, sob uma translacdo espago-temporal a métrica se
transforma como:

b i R Tl onde g:g = bc
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LEIS DE CONSERVACAO

» Agora podemos fazer a pergunta-chave neste contexto:

Pergunta:
Qual a quantidade (“corrente”) conservada devido a simetria

g,m/ LN g/,uy = g,uv i €5§g,uv ?

Resposta:

O tensor de energia e momento da matéria!
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O TENSOR DE ENERGIA E MOMENTO

* Vamos agora provar essa Lei de Conservacao, e encontrar esse objeto.
Comecamos com uma Lagrangeana e uma acao para a matéria:

J & (\/— detg 3Mm) 9 (\/— detg ng>
=l Ty

ogHv - 0(0,8H)

* Mas pela definicao que fizemos na ultima aula, temos:

a(\/—detg 3Mr> \/— det
Z g

Oghv 2 73
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O TENSOR DE ENERGIA E MOMENTO

« Portanto, usando o principio variacional e a definicao da variacao da

métrica induzida pela translagéo, §.¢" = &"* + £#**, temos que:

1 . :
0 =—5 ‘Ad4x\/—detg T,uv (5”’”+§”’”)

e Como o tensor T/w é simétrico, a expressao acima € idéntica a:

1

, 1
0 S [d‘*x\/— deep 0T e = Jd4x\/— deeg 2T,

* Mas agora note que:

Tﬂvgﬂ;y — TMVDU§M — D,/ (leéu> = (Dy T,Mv) 5/1
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O TENSOR DE ENERGIA E MOMENTO

* Portanto, obtemos pelo principio da invariancia da acao sob uma translacao
resulta em:

0 =— Jd4x\/— e

1
9, (v=detg ¢, ) - T,
|/ —detg ’

= — [d4x\/— det g

* Mas o primeiro termo acima é uma derivada total, logo:

0 =— Jd“xdv <\/—detg T’“‘”éfﬂ> -+ Jd4x\/—d€tg Tﬂ;fﬂ

» Portanto, chegamos a um resultado central: a conservacdo do tensor de
energia e momento:

D P )
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O TENSOR DE ENERGIA E MOMENTO

* Portanto, voltando a nossa analogia com o Eletromagnetismo:

Do 5
C

= bR 0 0

Identidade Conservacdo da 4-corrente: Equacdo da
matemdtica continvidade (1 equacdo

« Na Relatividade Geral, temos:
Gl =l

S et S S

l S

Identidade Conservacdo do tensor de energia e
matemdtica (identidade momento (4 equacdes)
de Bianchi)
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

* Assim como a métrica e a curvatura sao campos, a matéria é
descrita ndo apenas por particulas mas também por campos.

» Toda forma de energia “gravita”: 4-momentos de particulas
pontuais, campos e interacoes eletromagnéticas, interacoes
nucleares fracas e fortes etc.:

Pior = L part. 1= campos =) inter.

* Ou seja, pelas Equacoes de Campo de Einstein, as fontes da
curvatura do espacgo-tempo se parecem mais com um fluido.

* Mas como descrever de um modo completo esse fluido?
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FISICA

Uma particula (pontual) pode ser descrita i
2
completamente por seu 4-momento p v(\:

4
P*

'\> 3)

Um conjunto de particulas sem interacoes
também tem apenas um 4-momento:

P”:Z%
l

Quando temos interacoes, energias
potenciais etc., a energia e 0 momento
nao estao localizados, eles sao campos.

Entdo, novamente a pergunta se coloca:

como podemos descrever todos os graus
de liberdade de um fluido?
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

Vamos considerar as propriedades de um elemento de fluido,

e como ele pode ser deformado.

Translagoes temporais: energia

Translacbdes espaciais: momento/fluxo de energia

Expansao: pressao -

Rotacao: momento angular ;

Cisalhamento: estresse anisotrépico I
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

Todos esses graus de liberdade encontram uma expressao nas

o |
'y

varias componentes do tensor de energia-momento:

1 70
Energia

Momento/fluxo de energia

Pressao

Momento angular

TV — TI¥

Estresse anisotrépico

Total das componentes: 10 v TH = T
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

* No espacgo-tempo de Minkowski, um fluido sem rotacoes, vorticidades nem estresses pode ser descrito da
maneira mais simples possivel pelas quantidades:

densidade de energia: p
pressao (isotrépica): p
4-velocidade do elemento de fluido: U* = {¢,0,0,0}

* O tensor de energia-momento 7" pode ser expresso simplesmente como:

U*U”
S e

* Por simetria, um fluido em movimento pode ser expresso da mesma maneira que acima, bastando

substituir U* — y(v) {c, vV} . Portanto temos:

p+p _ p+pviic?

1 —v2/c? = 1 —v2/c?

T =(p+p)r’(m)+p(=1)=

i

Ti0 _ Peitepies W
1 —v2/c? ¢

i

o vyl

= +p oY
1 —v2/c?2 (2 £
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

Agora podemos nos perguntar como fica a equagao para a conservacdo do tensor de energia e
momento (ainda no espaco-tempo de Minkowski):

D =052 0 T =0
Vamos entdo escrever todas as componentes da equagdo 9, 7" = 0 :

0 o
= O=—gqr) =704 = 7"
= d(ct) oxJ

: 0 " 0% %=,
g
S d(ct) oxJ

Da primeira equacao tiramos que:

) i
0=aTﬂ0=la p+pyic s 6‘ DY
£ cot\ 1—vAfc? oxJi \ 1 =yFlc2 ¢

Essa equagao, em toda a sua gléria, pode ser dificil de reconhecer. Mas vamos tomar o limite nao-

relativistico, em que v/c < 1. Nesse caso varios termos cancelam e obtemos:

0 T
=20~ E'D + V. [(p +p)7’] Equacao da continuidade! (Para fluidos)




AULA 14 - 27/04/2020

TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FiSICA

« A Equacdo da Continuidade pode ser mais simplificada, notando que geralmente
Vp~ Vp~7 .Como no limite ndo-relativistico termos ~ v? podem ser desprezados, temos:

0,p+V - [(p+p)V] —>Lp+(p+p)7-7 — 0

* Mas essa equacao tem uma contrapartida termodinamica conhecida:

dE = —pdV

dV
dipV)+pdV =0 —— gdV -k ¥Wdo+pdV =0 —— dp+(p+p)7=0

« Tomando a diferenciagcdo com relagao ao tempo, obtemos:

| kit )V—O
ple )=

« Mas note que o elemento de volume de um fluido, V, aumenta ou diminui somente se parte
da matéria fluir para dentro, ou para fora. Em outras palavras:

— ri;0'+(p+p)§)-7’=0




AULA 14 - 27/04/2020

TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: INTERPRETACAO FISICA

« OK, entao a componente temporal (v = 0) da equagao de conservacao do tensor de energia-
momento nos da:

DMT“O =(0 = Equacao da Continuidade/conservacao de energia
* Mas e as componentes espaciais da conservacdo do tensor de energia-momento?

DTI*'=0 = ?7?

* Vou deixar como exercicio para vocés verificarem que, no limite nao-relativistico, essas equagoes
sao equivalentes a Equacao de Euler para a velocidade de um fluido!

2—)

Viou e el
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TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO: EXEMPLOS

* Na relatividade especial vimos que o tensor de energia-momento 7** de um fluido
irrotacional, sem vorticidade ou estresses anisotrépicos, é dado por:

U*U”
Dot o

* Na Relatividade Geral (ou melhor, em teorias covariantes da gravitacao), a expressao é
a mesma, bastando substituir n#¥ — g/ :

UrU*
e (,0+p) = +pg”

* No caso do Eletromagnetismo, a expressao pode ser obtida diretamente da
Lagrangeana. Para campos livres (ou seja, na auséncia de matéria), o tensor é dado

por:

1
Tg]’(/[ = 8as FHe pprv P Gl il F.s

Lg pe 00 = _l_’z 5 lipe
Exercicio: Verifique que Ty, = ppy = 2(E + B°),eque T" = (
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ASSIM, RETORNAMOS AS EQUACOES DE EINSTEIN

No restante do curso vamos explorar as solucdes das Equacdes de Campo de

Einstein e suas consequéncias: dindmica da matéria, observacées, etc.

c
i, SEECE %o

B Xl
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PARA A AULA QUE VEM:

e Terminem a 3a lista de exercicios !

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 5, Secdes 5.1-5.4




